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Resumen y Abstract IX 
 
Resumen 
 
Este trabajo, se inicia con un recorrido histórico de la aparición y utilización de las 
razones trigonométricas a través del tiempo.  Luego se analizan algunos aspectos 
básicos relacionados con la introducción de este concepto a nivel didáctico. Y por último 
se diseña una propuesta en la cual se incluyen actividades que permiten introducir 
preconceptos ligados al tema en cuestión  y al planteamiento y resolución de problemas 
en diferentes ramas de las ciencias aplicadas para estudiantes de grado décimo. 
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Teorema de Pitágoras, triángulos, razones trigonométricas. 
 
Abstract 
 
his work, it begins with a historical tour of the appearance and utilization of the 
trigonometrically reasons across the time. Then there are analyzed some basic aspects 
related to the introduction of this concept to didactic level. And finally there is designed an 
offer in which there are included activities that allow to introduce preconceptions ligatures 
to the topic in question and to the exposition and resolution of problems in different 
branches of the sciences applied for students of tenth degree. 
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Introducción 
 
 
Una de las dificultades que se presenta en el aprendizaje de las matemáticas, es la poca 
aplicabilidad asignada a los conceptos. Los procesos de enseñanza, ya sea por falta de 
tiempo, de conocimiento, de interés o por alguna otra razón, en la mayoría de los casos 
están relacionados únicamente con las definiciones pertinentes y los algoritmos seguidos 
para su cálculos dejando de lado la amplia e importante aplicabilidad de los mismos, 
llevando  a un proceso puramente mecánico que fácilmente puede ser olvidado.   
 
Desde los lineamientos curriculares del  MEN se da un papel muy importante a la 
formulación, tratamiento y resolución de problemas, permitiendo de esta manera darle 
sentido a los conceptos matemáticos, ya que adquieren  valor  al ser utilizados en el 
contexto real del individuo desde las mismas matemáticas o en otras ciencias. Desde 
esta perspectiva el docente debe crear, desarrollar y resignificar estrategias para 
posibilitar el aprendizaje de conocimientos matemáticos y transformar los procesos de 
enseñanza. 
 
Teniendo en cuenta este noble objetivo de enseñar se toma en este trabajo el concepto 
de razones trigonométricas para plantear y resolver problemas recreando algunas 
experiencias hechas a través del tiempo con el fin de que se conviertan en elementos 
fundamentales en la enseñanza de la matemática para que de esa forma se tenga un 
primer paso cautivante y motivador que conlleve al educando a la fundamentación de las 
nociones más importantes. 
 
El presente trabajo se distribuye de la siguiente forma: el primer capítulo, resalta algunos 
de  los aspectos históricos relevantes que condujeron a los inicios de las razones 
trigonométricas, haciendo referencia a las primeras experiencias o problemas resueltos 
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por los principales científicos de las civilizaciones antiguas  desde el año 2000 a. de C. 
aproximadamente hasta nuestros días. 
 
El capítulo II, aparecen definiciones, propiedades, teoremas que se consideran al 
momento de elaborar la secuencia de actividades relacionadas con las razones 
trigonométricas. 
 
El capítulo III presenta algunos hechos históricos de la resolución de problemas y las 
implicaciones que tiene este proceso para el cerebro lo cual permita establecer  
estrategias tanto para el docente como estudiante al momento de dar solución a 
problemas matemáticos. Posteriormente  se construye una secuencia de actividades 
empezando primero por  recordar conceptos relacionados con el triángulo y en especial 
triángulos rectángulos para luego introducir el concepto de razones trigonométricas. 
Finalmente se utilizan  situaciones históricas y situaciones cotidianas para plantear y 
darle solución a problemas reales que involucren el concepto central de este trabajo.  
 
 
 
 
 
 
 
1. Capítulo I: Aspecto histórico 
Gracias a que el ser humano siempre ha sentido la necesidad de indagar sobre el 
comportamiento de los fenómenos que suceden a su alrededor ha logrado obtener 
resultados importantes para mejorar su calidad de vida, uno de estos tiene que ver con 
temas concernientes a astronomía y que se sustentan matemáticamente con el concepto 
de razones trigonométricas. Culturas como los chinos, egipcios, babilonios y griegos 
sentaron las bases para que civilizaciones posteriores retomaran estas ideas primarias  y 
formalizaran lo que hoy se conoce como trigonometría. Desafortunadamente los datos 
encontrados sobre el desarrollo de esta noción es muy limitado, hay datos que no son 
exactos en cuanto a sus fechas y a su autor debido a la falta de sistematización de la 
información o la pérdida de algunos documentos. 
 
1.1 Las civilizaciones antiguas 
 
1.1.1 La cultura China 
 
Pese a que esta cultura estaba aislada de los resultados hallados por otras civilizaciones 
en el campo de la astronomía por causa de su posición geográfica, tenían necesidades 
muy similares como el de establecer un calendario y determinar las posiciones de los 
cuerpos celestes, esta labor condujo a que personajes llamados choren [1] (funcionarios 
públicos dedicados tanto a las matemáticas como a la astronomía) encontrarán datos  
parecidos a los que desarrollaron otras culturas de la época. 
 
Del periodo 206 a. de C. a 220 d. de C. data el libro El clásico de la aritmética del 
gnomon y las sendas circulares del cielo. Algunos de los problemas que se destacan por 
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la relación con el estudio de la trigonometría  son los cálculos sobre agrimensura y 
cuerpos celestes donde usaron el  teorema de Gougu que en la cultura occidental 
corresponde  al teorema de Pitágoras. Se utilizaba un palo vertical que recibía el nombre 
de Gu y la sombra que arrojaba se llamaba Gou  que son correspondientes a los catetos 
de un triángulo rectángulo. A la hipotenusa se le puso el nombre de Xian (Figura 1-1). 
 
Figura 1-1: Teorema de Gougu [2]. 
 
 
   Gu    Xian   Gu2 + Gou2 = Xian2 
 
           Gou 
 
Otra forma de encontrar alturas, profundidades, distancias y posiciones era haciendo uso 
de los relojes de sol o gnomon, los choren al realizar sus observaciones notaron que la 
sombra variaba de acuerdo con la posición del sol. El  método consistía en un bastón 
incrustado perpendicular  al suelo y en la tierra se señalaban surcos que indicaban los 
distintos momentos del día, la sombra generaba diferentes horarios. Este procedimiento 
cuando se utilizaban para medidas terrestres era preciso pero cuando se aplicaban en 
astronomía daban lugar a errores.  
 
Un ejemplo en el que se hacían uso de los relojes de sol (Figura 1-2), consistía en 
averiguar la altura de un árbol; para ello se conoce la distancia del árbol al Gnomon,  la 
longitud de la vara y la sombra que esta proyecta, los datos arrojados junto con la 
semejanza de triángulos y el teorema de Gougu permitían encontrar esta medida.  
 
Figura 1-2: Reloj de sol o Gnomon  
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1.1.2 Los babilonios y los egipcios 
 
En cuanto a estas dos culturas hacia los años 1900 a. de C. logran determinar 
propiedades y teoremas concernientes a las razones entre los lados de triángulos 
semejantes, por ejemplo, los babilonios establecieron la siguiente afirmación: los lados 
de los ángulos correspondientes de triángulos semejantes son proporcionales. Al parecer 
estas dos culturas no utilizaban las relaciones entre los ángulos,  quizás porque su 
concepto de medida angular no era  muy claro como lo es hoy en día, por eso el 
historiador Carl Boyer sugiere llamarla trilaterometría [3].  
 
Los babilonios hacia los años 1900 a 1600 a. de C. en su tablilla Plimpton 322 usan 
ternas pitagóricas (tríos de números que representan longitudes en triángulos 
rectángulos) estableciendo la relación aproximada de                   no se puede 
asegurar que conocían la implicación trigonométrica de estos datos hallados. En la figura 
1–3 se muestra el triángulo rectángulo para los valores de la línea cinco, la tablilla 
Plimpton 322 y su representación en el sistema decimal. 
 
Figura 1-3: Tablilla Plimpton 322 [4]. 
 
                            
 
En lo que hace referencia a la cultura egipcia, se podría presumir que los agrimensores 
primitivos o estiradores de cuerdas [5] trazaban ángulos rectos, usando un triángulo de 
lados 3, 4, 5 para orientar las edificaciones. Por decirlo de otra manera, usaban una 
cuerda de longitud 12 y hacían nudos en las posiciones 3 y 7, con lo cual después de 
doblarlo obtenían el triángulo rectángulo [6]. 
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De otra parte,  en el Papiro de Rhind, se presentan algunas ideas de trigonometría y de 
triángulos semejantes.   Se  introduce un concepto que puede ser asociado con lo que 
hoy se llama cotangente de un ángulo, obtenido al querer mantener una pendiente 
uniforme e igual en las cuatro caras de las pirámides. Para dicha noción, usaban la 
palabra seqt que significa la separación horizontal de una recta oblicua del eje vertical 
por unidad de variación en la altura. La unidad de medida utilizada para medir 
horizontalmente era la mano y verticalmente era el codo y el equivalente era 7 manos 
igual a un codo obteniéndose la relación         
       
      
  
     
     
, así que en el problema 
56 del Papiro de Rhind se pedía hallar el seqt de una pirámide cuyas medidas son 250 
codos de altura y la base 360 codos [3].   
 
La solución presentada al problema 56 en el Papiro de Rhind  aproximadamente en el 
año 1650 a. de C. (figura 1 – 4) es: 
 
 La mitad de la base es 180. 
 Multiplica 250  por    
 
 
  
 
 
  
 
  
  hasta llegar a 180. 
 Recordando que 7 manos es igual a un codo, se multiplica   (
 
 
  
 
 
  
 
  
) y el 
resultado es         
  
  
, este valor coincide con la cotangente del ángulo α. 
 
Figura 1-4: Problema 56 del Papiro Rhind. 
                                                             
1.1.3 Los griegos 
 
Una de las ciencias más desarrolladas por los griegos era la Astronomía (600 a. de C. -
400 d. de C.), así que una de sus principales tareas era darle una estructura matemática 
a todos los fenómenos naturales que observaban. Para realizar ésta labor, necesitaron 
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de lo que hoy se conoce como  trigonometría esférica, la cual a su vez requería de lo que 
actualmente  se desarrolla como cálculo de funciones trigonométricas que daría origen a 
la trigonometría plana.  En realidad, trabajaron mucho sobre la resolución de triángulos, 
haciendo que la astronomía de posición se aislara a la práctica y fue aquí donde las 
funciones trigonométricas adquirieron su importancia [3].  Algunas de las principales 
referencias de cálculos asociados con la trigonometría están dados por 
 
Thales de Mileto (630 – 545 a. de C.) [6], es uno de los principales referentes de la 
cultura griega en muchos de los resultados asociados con la geometría especialmente.  
Entre  los  logros más importantes está el de haber calculado la altura de la gran pirámide 
(figura 1 – 5) empleando al igual que otras culturas la teoría de triángulos semejantes; 
para ello usó la sombra de la pirámide y la longitud de su bastón que colocó de manera 
perpendicular al piso. 
 
Figura 1-5: Thales de Mileto y La Gran Pirámide [7]. 
 
     
 
A los griegos, se les abona el hecho de que por primera vez de forma ordenada y 
sistemática se establecen las relaciones entre los ángulos centrales en un círculo y las 
longitudes de las cuerdas que los subtienden. Nuevamente, problemas propios de la 
astronomía tales como averiguar las posiciones de los cuerpos celestes del universo 
condujeron a que científicos como Hipócrates, Eratóstenes de Cirene, Aristarco de 
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Samos, Arquímedes y Eudoxio realizarán los cálculos que les permitió elaborar tablas 
trigonométricas que relacionan ángulos y cuerdas en un círculo.  
 
Es muy posible que Eudoxio (408 - 355 a. de C.) antes que Aristarco, utilizará los datos 
de las cuerdas para hallar el perímetro de la tierra y las distancias relativas del sol y la 
luna.  
 
Entre los muchos resultados asociados a Arquímedes (287 - 212 a. de C.) se le atribuye 
el llamado teorema de la cuerda rota  (figura 1 – 6) que enuncia lo siguiente. Dado 
  ̅̅ ̅̅     ̅̅ ̅̅      el punto medio del arco    . Demostrar que   ̅̅ ̅̅     ̅̅ ̅̅     ̅̅ ̅̅ .  
 
Figura 1-6: Teorema de la cuerda rota [8]. 
 
                                      
El teorema de la cuerda rota conduce a las identidades trigonométricas para la suma, 
diferencia y producto de ángulos [9]. 
 
Aristarco de Samos (310 - 230 a. de C.) escribe el tratado Sobre los tamaños y las 
distancias del sol y la luna. Él llega a la conclusión, que la razón del arco a su cuerda en 
un círculo disminuye según el ángulo decrece de 180° a 0°, tendiendo hacia el límite 1 
[3]. También encontró lo que en lenguaje moderno sería que la relación entre la distancia 
de la luna a la tierra y la distancia del sol a la tierra que  corresponde a  sin 3 (figura 1- 7). 
Para obtener éste resultado utilizó un teorema geométrico muy famoso en esa época que 
se expresaría actualmente como: 
    
    
 
 
 
 
    
    
        para               , 
permitiéndole deducir que    
 
  
      
 
  
 ,  por esta razón afirmó que el sol está alejado 
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entre 18 a 20 veces más de la tierra que de la luna. Este valor fue más cercano que el 
encontrado por Eudoxio y Fidias, la falta de exactitud se debe a un error de observación 
al medir el ángulo formado Luna-Tierra-Sol ya que debía ser 89°50' 
 
Figura 1-7: Distancia sol-luna-tierra 
 
Aristarco determinó  también que el sol y la luna debían estar en la misma razón, ya que 
se veían aproximadamente bajo el mismo ángulo   ½ ° de observación desde la tierra.  
Teniendo este valor junto con la observación de los eclipses lunares le permitió afirmar 
que la anchura del cono de sombra proyectada por la tierra, a la distancia en que lo 
atraviesa  la  luna  es  de  unas  dos  veces la anchura de la luna, más exactamente, si 
Rs = radio del sol,   Rt = radio de la tierra,      Rl = radio de la luna, 
Ds = distancia del sol a la tierra y             Dl = distancia de la luna a la tierra (figura 1- 8). 
Entonces  
      
     
  
  
  
    remplazando 
      
        
  
 
  
  de donde     
  
  
    llegando 
finalmente al siguiente razonamiento:     
   
  
 
  
  
 
  
  
   y   
  
 
 
  
  
 
  
 
  [3]. 
 
Figura 1-8: Relación distancia Sol-Luna-Tierra. 
 
A 
B 
C 
E 
Rs Ds 
Rt 
D 
Rl Dl 
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Eratóstenes de Cirene (276 – 194 a. de C.). Este científico griego es el que determinó el 
radio de la tierra con mayor precisión en su época, dato que utilizó posteriormente para 
determinar el radio del soy y la luna. Eratóstenes “observó que el día del solsticio de 
verano a mediodía el sol alumbraba directamente en vertical el fondo de un pozo muy 
profundo en la localidad de Syena (próximo a la actual Assuan), mientras que al mismo 
tiempo en Alejandría, situada aproximadamente en el mismo meridiano y 5000 estadios 
al norte de Syena, el sol proyectaba una sombra que indicaba que la distancia angular 
del sol al cenit era de un cincuentavo de un círculo completo. A partir de la igualdad de 
los ángulos correspondientes S´AZ y S´´OZ (figura 1 - 9), resulta  que la circunferencia de 
la tierra debe ser igual a 50 veces la distancia entre Syena y Alejandría. Esto supone un 
perímetro de unos 250000 estadios, o bien, como el estadio equivale  a unos 185m., de 
unos 46000 km. Otras estimaciones posteriores fijaron el número anterior en 252000 
estadios, probablemente con la intención de obtener la cantidad redonda de 700 estadios 
por grado” [3]. 
 
Figura 1-9: Perímetro de la tierra. 
 
En la transición de Hipócrates a Eratóstenes (dos siglos y medio), los matemáticos se 
encargaron de estudiar relaciones entre rectas y circunferencias, y habían utilizado estos 
resultados en astronomía pero no se sistematizó la información en documentos por 
escrito. 
 
O
Alejandría
Z
S´
S´´Siena
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Hiparco de Nicea (180 – 125 a. de C.). Se le considera el padre de la trigonometría por 
sus aportes sistemáticos en esta rama, lo cual le permitió hacer cálculos trigonométricos 
sencillos que se necesitaban en los trabajos sobre astronomía. Sus observaciones lo 
llevaron a calcular el equivalente de una tabla rudimentaria de senos para una serie 
completa de ángulos. Este proceso consistía en tomar una circunferencia de radio r y 
registrar los datos entre 0° y 180° de la longitud de la cuerda delimitada por los lados del 
ángulo central y la circunferencia a la que corta. No se sabe cuándo se utilizó 
metódicamente la división de la circunferencia en 360° pero todo indica que fue Hiparco 
con su tabla de cuerdas [3].  
 
Menelao de Alejandría (siglo I d. de C.). Se le asocia con la escritura de un tratado de 
cuerdas en un círculo, compuesta de seis libros en los cuales deduce algunas 
identidades trigonométricas. Su nombre sobresale  con el  llamado teorema de Menelao 
(figura 1 – 10) importante tanto en la trigonometría esférica como en la astronomía, que 
posteriormente Tolomeo utilizaría en toda la teoría de triángulos rectángulos esféricos 
que utilizó en el Almagesto [10].  
 
Figura 1-10: Teorema de Menelao. 
                               
Teniendo en cuenta los puntos A, B, C que forman el triángulo ABC, y los puntos D, E, F 
que se encuentran en     ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅     ̅̅ ̅̅ , entonces el teorema establece que D, E, F son 
colineales  si y sólo si:     
  ̅̅ ̅̅
  ̅̅ ̅̅
  
  ̅̅ ̅̅
  
  
  ̅̅ ̅̅
  ̅̅ ̅̅
    . 
 
Claudio Tolomeo de Alejandría (85 – 165 d. de C.). Motivado por las exigencias del 
cálculo astronómico casi logra describir la trigonometría como una rama de la matemática 
distinta de la geometría y la astronomía, solamente le hizo falta para este objetivo más 
herramientas del álgebra. En su obra más significativa El Almagesto (el más grande), 
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compiló la construcción de sus tablas trigonométricas utilizando para ello: el catálogo de 
posiciones de estrella que dejó Hiparco, el seno de la diferencia de dos ángulos (la 
cuerda de una diferencia de dos arcos), la fórmula moderna del seno del ángulo mitad  
   
 
 
    √
      
 
  (conociendo la cuerda de un arco dado, entonces se puede calcular la 
cuerda del arco mitad) y sus teoremas geométricos equivalentes a las fórmulas de la 
adición de ángulos para el seno y el coseno conocidas como fórmulas de Tolomeo [6]. 
 
Los griegos, hindúes y árabes utilizaban cuerdas en un círculo (líneas trigonométricas) y 
Tolomeo le asignó valores aproximados de medio en medio grado entre ½° hasta 180° 
(tabla actual de seno de ángulos desde ¼° hasta 90° de cuarto en cuarto grado [3]). Para 
ello tenía que buscar como subdividir la circunferencia de un círculo y subdividir el 
diámetro del mismo círculo, pero en esta época ya se contaba con la división de la 
circunferencia en 360 partes lo que le sugirió a Tolomeo dividir sus grados en 60 y cada 
uno de ellos en 60, dando origen a los minutos y segundos.  
 
Una vez que Tolomeo tenía su método claro, sus valores eran por ejemplo, la cuerda de 
un arco de 120° será   √                      . Luego siguió con el ángulo de 36° y 
72° para ello utilizó un teorema de Euclides en el que se demuestra que los lados del 
pentágono regular, del hexágono regular y el decágono regular inscritos en una misma 
circunferencia, forman un triángulo rectángulo. Este trabajo lo complemento Apolonio 
para las cuerdas de los arcos de 6°, 3°, 1°,  1 ½° y ¾°. 
 
Las identidades trigonométricas en el lenguaje de Tolomeo serían [3] 
      
         
   
           
                  
   
                       
         
                 
 , para 
esta época aún no se utiliza la expresión seno de x, sino la cuerda del doble del arco x, 
donde                  [10]. 
 
Desde Hiparco hasta Tolomeo se llevaron importantes progresos en astronomía, 
geografía, óptica y mecánica, pero en matemáticas los avances fueron poco significativos 
quizás por la deficiencia y limitaciones del álgebra geométrica griega y no importo que la 
trigonometría  y las técnicas de medida estuvieran en un primer plano. Además, no está 
claro ni siquiera si hubo  o no algún progreso importante en la trigonometría de Tolomeo, 
Capítulo I 13 
 
respecto a la de Hiparco, e  incluso, a la de Apolonio y Arquímedes cien años antes. Sin 
embargo, gracias a que los árabes y los hindúes se interesaron por la matemática griega 
permitió ser puente entre la matemática antigua y el mundo moderno [6]. 
1.1.4 Indios 
 
Durante los años 500 a 1200 los indios se encargan de remplazar la trigonometría griega 
de cuerdas a una trigonometría de correspondencia entre el ángulo central subtendido 
por la cuerda total, de esta forma nace la actual función seno de un ángulo. 
 
Las tablas más antiguas de seno aparecen en la obra Aryabhata para los ángulos 
menores o iguales que 90° para 24 intervalos angulares iguales de 3 ¾° cada uno y en 
los Surya-siddhanta se tratan problemas astronómicos cuya solución estaba en la 
trigonometría plana, donde, inicialmente usan métodos gráficos y luego desarrollaban 
reglas de cálculo [3, 6] . 
1.1.5 Árabes (750 – 1300) 
 
La trigonometría es la rama de las matemáticas que cultivaron con mayor presteza 
gracias a los problemas de astronomía de la época, para ello adoptaron y trabajaron con 
la trigonometría hindú la cual se fundamentaba en la función seno, concepto que dieron a 
conocer en el continente europeo. 
 
Ya para esta época la trigonometría se consideraba como ciencia independiente y 
algunos personajes que contribuyeron para que este hecho se diera fueron: Al - Battani 
en el siglo IX, fue el que hizo el primer progreso notable al utilizar no sólo la geometría 
sino también el álgebra al desarrollo de la trigonometría y  empleó por primera vez en sus 
trabajos los términos de seno y coseno. Al – Habas que se sitúa por los años 770 a 870, 
introduce la función trigonométrica de la tangente y realiza las tablas de seno, tangente, 
cotangente, cosecante; Abul – Wafa perfecciona el cálculo mediante tablas 
trigonométricas obteniendo una exactitud de 8 decimales en el sistema sexagesimal.  At 
– Tusi (1201- 1274) por primera vez da un tratado completo de trigonometría del 
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triángulo plano y esférico, empleando el triángulo polar  y da las funciones 
trigonométricas con una aproximación de 17 decimales [8]. Nasir – Eddin  (1201 – 1274) 
elabora el primer libro de trigonometría plana y esférica como disciplina matemática 
independiente, en esta obra se tratan las seis relaciones trigonométricas y se dan reglas 
para resolver problemas concernientes a triángulos planos o esféricos. Ésta obra muestra 
muy buenos sustentos matemáticos pero no logró ser conocida.  
 
Los intelectuales latinos del siglo XII mostraron gran interés por la trigonometría árabe y 
es en sus traducciones que sale la palabra seno; los hindúes utilizaban la palabra jiva y 
los árabes jiba para designar la semicuerda utilizada en trigonometría, es Roberto de 
Chester en una confusión en la traducción que lo asocio con la palabra jaib que significa 
bahía y su traducción en latín es sinus [3]. 
 
Otro dato interesante de esta cultura es que sugirieron trabajar con la circunferencia 
unidad remplazando a la utilizada por Tolomeo que era de radio 60, este trabajo dio lugar 
a los valores modernos de las relaciones trigonométricas [11]. 
1.2 Renacimiento 
 
Esta es una época fundamental para el nacimiento de muchos conceptos matemáticos 
importantes para nuestra era actual. Durante el final de la edad media, el renacimiento y 
principios del barroco se trabajó fuertemente con lo que tiene que ver con fenómenos 
celestes (eclipses y constelaciones planetarias), observando principalmente sucesos que 
tuvieran cierta periodicidad, datos que se utilizarían para un conocimiento más profundo 
de las estrellas. Es así, como  empiezan las primeras aplicaciones de la trigonometría a 
la refracción y a otros fenómenos físicos.  
 
En este periodo Leonardo de Pisa (Fibonacci) (1175- 1245) en su obra Liber abaci 
menciona la identidad algebraica                                   ,  siendo 
a, b, c y d funciones de una variable y con las restricciones adecuadas, esta igualdad 
incluye toda la trigonometría elemental [9]; la cual se sabe que  se deriva de las 
relaciones obtenidas de la circunferencia unitaria, cuyos elementos (x, y) satisfacen la 
ecuación           .  
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Si (a, b) y (c, d) son puntos de la circunferencia unitaria entonces            y   
             y si se define               y             entonces la identidad 
                                   dice que       está en la circunferencia 
unitaria  
 
Otro personaje es Regiomontano (Juan Mûller, 1436 - 1476) considerado como el 
matemático más grande del renacimiento, escribe independientemente una trigonometría 
plana y esférica marcando el verdadero renacimiento de la trigonometría. Hasta el 
momento se tenía sólo reglas, teoremas y tablas auxiliares sueltas dependientes para el 
manejo de observaciones astronómicas.  Su obra cumbre De triangulis omnimodis, 
contiene en el libro I conceptos fundamentales  sobre magnitudes y razones y 50 
proporciones para la resolución de triángulos basados en propiedades de los triángulos 
rectángulos. El libro II demuestra el teorema del seno y ejemplos sobre determinación de 
ángulos, lados o áreas de triángulos planos. Libro III y IV trata sobre trigonometría 
esférica. Otro libro importante de Mûller es Tabulae Directionum (1464 – 1467) donde 
incluye una tabla de tangentes de grado en grado con cinco cifras decimales, inicialmente 
el nombre dado por él a la tangente  fue numeros [3, 9]. 
 
1.3 Época de transición al barroco (1475 – 1580) 
 
Dentro de este periodo se tiene a J.  Shôner (1477 – 1547) quien edita la trigonometría 
de Regiomontano; en 1542 se pública la obra de Nicolás Copérnico obteniendo 
excelentes avances trigonométricos muy similares a los de Regiomontano gracias a que 
logro demostrar que la tierra giraba alrededor del sol; pero el discípulo de Copérnico 
Georg Joachim Rheticus en su obra Opus palatinum de triangulis establece las 
relaciones trigonométricas ya no con un arco de circunferencia sino como proporciones  
respecto a los  lados de un triángulo rectángulo, calculando tablas detalladas de las 6 
funciones [3, 9, 11].  
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1.4 Época moderna 
 
Se encuentra al señor  Francois Viete (1540 – 1603)  quien escribe una astronomía 
extensa, trata de corregir las ideas de Tolomeo sobre la teoría de los planetas y basa sus 
estudios con la trigonometría de Regiomontano y las Tablas de Rheticus. En su Canon 
mathematicus  calculó  tablas para representar las seis razones trigonométricas de 
minuto en minuto, con una precisión de cinco decimales respecto a los minutos y de diez 
decimales para los grados enteros; incorpora también fórmulas para expresar las 
funciones de ángulos múltiples en función de potencias de las funciones de ángulos 
simples. Llega al primer progreso notable hacia la generalización de los métodos del 
álgebra y de la trigonometría, y de aquí al progreso de toda la matemática y haciendo uso 
del álgebra y de las seis funciones trigonométricas obtiene muchas identidades tanto 
para la trigonometría esférica como plana. Con los aportes Viete en 1750 la trigonometría 
ya era del domino del análisis [6] y es durante este periodo que por primera vez se utiliza 
el  término de trigonometría y aparece el primer texto con este nombre, cuyo autor es 
Bartolomé Pitiscus, profesor de matemáticas de Heidelberg, Alemania, este libro exponía 
solamente lo referente a medición de triángulos sin tener en cuentas las aplicaciones [3, 
6]. 
 
Al evolucionar la ciencia moderna posterior a Galileo, la astronomía no fue ya sino una 
ciencia entre muchas y las funciones trigonométricas (o circulares) demostraron ser 
indispensables para el desarrollo del conocimiento científico.  El seno y el coseno derivan 
su importancia científica de dos propiedades: son las dos funciones periódicas más 
sencillas, y son los primeros ejemplos de una serie de funciones ortogonales. Ambas 
propiedades quedaban varios siglos en el futuro cuando los árabes terminaron su obra; la 
segunda tenía que esperar al cálculo integral. La ortogonalidad está en la base de las 
aplicaciones modernas del seno y del coseno, haciendo posible la resolución de 
importantes problemas de contorno que surgen de las ecuaciones diferenciales de la 
física matemática.  
 
Aporte importante en este tiempo, el trabajo con  triángulos esféricos y planos que  se 
simplifica  con  el  método  prostaferético,  el  cual  se  basa  en  la  relación  
                            ,   para reducir las multiplicaciones a sustracciones. 
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De esta manera se orienta la trigonometría plana hacia otro rumbo y 50 años después 
estos procedimientos se sitúan hacia los logaritmos siendo esta una herramienta más 
eficaz y sencilla de manejar para solucionar problemas no sólo prostaferéticamente [9].  
En  este periodo se destaca  a los siguientes matemáticos: el militar S. Steven (1548 – 
1620) quien realiza pequeñas mejoras a la teoría de trigonometría para la solución de 
problemas relacionados con asuntos náuticos, militares y geográficos. Pronto se imponen 
las tablas del seno, tangente y secante propuesta por Th. Fink (1561 – 1656).  Lamberte 
(1765) y Legendre (1787) muestran como la trigonometría esférica puede convertirse en 
plana. Cagnoli realiza un compendio de conocimientos trigonométricos (1786). 
LaGrange reduce toda la trigonometría al teorema de los cosenos. Euler a través de su 
obra Introduction desarrolla las funciones circulares de forma elemental haciendo uso del 
álgebra y la geometría, las funciones trigonométricas ya nos son segmentos, sino 
razones de éstos, considerado como  el verdadero creador de la trigonometría moderna, 
definiendo las funciones trigonométricas mediante expresiones con exponenciales de 
números complejos [9]. 
 
Durante el siglo XX y XXI esta rama de la matemática ha realizado muchas 
contribuciones en el análisis de los fenómenos de onda y oscilatorio, así como el 
comportamiento periódico, el cual se relaciona con las propiedades analíticas de las 
funciones trigonométricas. En astronomía se utiliza para medir distancias a estrellas 
próximas, para la medición de distancias entre puntos geográficos, y en sistemas de 
navegación satelital haciendo uso del sistema de posición global (GPS). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2. Capítulo II: Aspectos conceptuales 
Antes de enfrentarse a resolver problemas en matemáticas  se hace necesario el 
conocimiento de conceptos básicos.  La mayoría de las ideas que se tendrán en cuenta 
en este capítulo referente a triángulos fueron estudiadas por los jóvenes de grado décimo 
en cursos anteriores, se retomarán con el fin de  reforzar la introducción de la noción de 
razones trigonométricas. 
 
Este capítulo empieza con una presentación de triángulos y algunas propiedades de 
ellos, seguido de los triángulos rectángulos y sus características; luego sigue una 
ilustración de ángulos y sus sistemas de medida. A continuación se exhiben las seis 
relaciones de los lados con respecto a un ángulo, en un triángulo rectángulo. La sección 
termina con ideas acerca de las aplicaciones de la trigonometría a triángulos rectángulos. 
Para un complemento y mayor profundidad acerca de los conceptos propuestos en este 
capítulo, se pueden seguir las referencias [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19]. 
 
2.1 Trigonometría 
 
En la antigüedad  para dar solución a problemas en áreas como la astronomía, la 
navegación, la geografía se hizo uso de relaciones entre lados y ángulo de un triángulo 
rectángulo, dando origen a la trigonometría  [12].  
 
La palabra trigonometría se deriva de dos raíces griegas, τριγωνοv, que significa 
triángulo y μετρov,  medida. Entonces, el término trigonometría, se refiere a las varias 
relaciones entre los ángulos de un triángulo y sus lados. 
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2.2 Ángulos 
 
Sobre un plano determinado, se considera una semirrecta con origen O y que pasa por el 
punto A, la cual se denota como            Sea B un punto en el plano fuera de esta semirrecta 
y se hace girar manteniendo el punto inicial O fijo hasta obtener la semirrecta          . Se 
logra de esta manera lo  que se llama un ángulo de lado inicial           y lado terminal            y 
O es el vértice, este ángulo se denota como      (Figura 2-1). Es posible que          haga 
varios giros en cualquier dirección alrededor de O antes de llegar a la posición de         , por 
esta razón, muchos ángulos diferentes tienen los mismos lados iníciales y terminales, 
este conjunto de ángulos reciben el nombre de  ángulos coterminales, por ejemplo,  los 
ángulos de 30º, 390º y -330º como se ilustra en la Figura 2-2. 
 
Figura 2-1: Ángulo. 
 
 
 
La  posición estándar de un ángulo (o ángulos en posición normal) es aquel que tiene su 
vértice en el origen de un sistema de coordenadas cartesianas, el lado inicial coincide 
con el eje X positivo y el lado final está contenido en uno de los cuatro cuadrantes 
determinados por el sistema cartesiano, o está sobre uno de los ejes . Si          se hace 
girar en dirección contraria a las manecillas del reloj hasta la posición terminal         , el 
ángulo es positivo y si se gira en la misma dirección a las manecillas del reloj, el ángulo 
es negativo.  
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Figura 2-2: Posición estándar de un ángulo y ángulos coterminales. 
 
 
El cuadrante al que pertenece  el ángulo es donde se encuentre el lado terminal y si cae 
sobre un eje coordenado se llama ángulo cuadrantal. Por ejemplo, en la Figura 2-3  
el         está en el primer cuadrante, el        está en el   tercer cuadrante y el 
       es un ángulo cuadrantal. 
 
Figura 2-3: Cuadrante de un ángulo. 
 
 
2.2.1 Medida angular 
 
Existen dos sistemas de unidades para medir la amplitud de un ángulo. 
 
 Sistema sexagesimal. Se toma la circunferencia y se divide en 360 partes iguales. El 
ángulo con vértice en el  origen establecido por una de estas partes tiene una medida 
de 1°. Teniendo en cuenta el sentido del giro en la Figura 2-3 el      mide 52°, el 
     mide  -150° y el      mide 270°. 
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 Medida en radianes. Para definir un ángulo cuya medida en radianes es 1, se 
considera una circunferencia de radio r. Un ángulo central de una circunferencia es 
aquél cuyo vértice se encuentra en el centro de esta. Si   es el ángulo central que se 
muestra en la Figura 2–4, se dice que el   ̂  subtiende a  . Si la longitud de   ̂ es 
igual al radio r de la circunferencia, entonces    tiene la medida de un radián. 
 
Figura 2-4: Ángulo central  . 
 
 
Para  determinar  la  medida  en  radianes  que  corresponde  a  360°,  se  debe  calcular 
el  número  de  veces  que  puede  trazarse  un  arco  circular  de  longitud  r  sobre  la 
circunferencia.  Como  el  perímetro  de  una  circunferencia  es     ,  el  número  de 
veces  que  pueden  caber r unidades es      Así, un ángulo que mida        
corresponde a la medida de 360° (figura 2-5).  
 
Figura 2-5: Equivalencia entre los dos sistemas. 
   
 
Para el caso de la figura 2-2 las equivalencias están en la siguiente tabla 
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Tabla 2-1: Equivalencia entre grados y radianes. 
 
   
Sistema sexagesimal 
ϴ 
 
Medida en radianes 
      
    
     
 
     
 
52° 
 
  
  
        
 
     
 
-150° 
 
- 
 
 
        
 
     
 
270° 
 
 
 
       
2.2.2 Longitud de arco y área 
 
Si se considera una circunferencia de radio r y un arco de longitud s que  subtiende un 
ángulo   radianes, entonces se tiene que         (Figura 2-6). 
 
Figura 2-6: Ejemplo gráfico longitud de arco y área. 
 
 
 
Y el área de la región circular determinada viene dada por    
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2.3 Triángulos 
 
Si A, B y C son tres puntos cualesquiera no alineados, entonces la reunión de los 
segmentos   ̅̅ ̅̅       ̅̅ ̅̅           ̅̅ ̅̅ ̅ se llama un triángulo y se simboliza        (Figura 2-7). 
 
Figura 2-7: Elementos del triángulo. 
 
 
Los puntos A, B y C se llaman vértices y los segmentos   ̅̅ ̅̅       ̅̅ ̅̅           ̅̅ ̅̅ ̅ se llaman lados. 
Los ángulos                       se denominan ángulos interiores del triángulo. Un 
ángulo exterior es un ángulo formado por uno de sus lados y la prolongación de otro de 
sus lados, el ángulo       es exterior al      .  
 
Las siguientes son algunas de las propiedades más importantes asociadas a un 
triángulo. 
 
 Propiedad 1.  
 
En todo triángulo, la suma de las longitudes de cualquier par de lados es mayor que 
la longitud del tercer lado. Esta propiedad se conoce como desigualdad triangular 
(Figura 2-8). 
 
Figura 2-8: Desigualdad triangular. 
        , 
        , 
                  . 
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 Propiedad 2.  
 
En  todo  triángulo,  la  suma  de  las medidas de sus ángulos internos es 180° 
(Figura 2-9). 
 
Figura 2-9: Medida de los ángulos internos de un triángulo. 
 56,3° + 103,4°+20,3° = 180°    
2.3.1 Clases de triángulos 
 
 Los triángulos se pueden clasificar según la medida de sus ángulos (Tabla 2-2). 
 
Tabla 2-2: Clasificación según la medida de sus ángulos. 
 
 
Triángulo acutángulo 
 
 
Triángulo obtusángulo 
 
Triángulo rectángulo 
 
Todos sus ángulos son 
agudos (menores de 90º) 
 
 
 
Uno de sus  ángulos es obtuso 
(mayor de 90º) 
 
 
Uno de sus ángulos es 
recto (90º) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 También se pueden clasificar de acuerdo con las medidas de sus lados. 
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Tabla 2-3:  Clasificación según la medida de los lados. 
 
 
Triángulo equilátero 
 
 
Triángulo isósceles 
 
Triángulo escaleno 
 
Todos sus lados son 
congruentes 
 
 
Dos de sus lados son 
congruentes 
 
 
 
No tiene un par de lados 
congruentes 
 
 
 Propiedad 3.  
 
En todo  triángulo isósceles o equilátero se cumple que  lados de igual longitud se 
oponen ángulos congruentes. 
2.3.2 Líneas notables del triángulo 
 
Las líneas notables de un triángulo son las bisectrices, las mediatrices, las medianas y 
las rectas que contienen las alturas del triángulo. 
 
 Una mediatriz de un triángulo es una recta que corta a un lado en su punto medio y 
perpendicularmente. 
 
Figura 2-10: Mediatriz. 
   
Las mediatices de los lados de un 
triángulo se intersecan en un mismo 
punto llamado el circuncentro del 
triángulo. 
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 Una bisectriz es una recta  que pasando por el vértice del ángulo lo divide en dos 
ángulos iguales. 
  
Figura 2-11: Bisectriz. 
                                                                 
 Una mediana de un triángulo es un segmento que une un vértice con el punto medio 
del lado opuesto. 
  
Figura 2-12: Mediana. 
         
 Una altura de un triángulo es un segmento, con un extremo en un vértice del 
triángulo, que es perpendicular a la recta que contiene el lado opuesto a ese vértice y 
tiene el otro extremo en esa recta.  
 
Figura 2-13: Altura. 
 
Las bisectrices de los 
ángulos de un triángulo se 
intersecan en un mismo 
punto llamado el incentro 
del triángulo.  
 
Las medianas de un triángulo se 
intersecan en un mismo punto llamado el 
baricentro o centroide del triángulo. 
 
El ortocentro de un triángulo es el 
punto de intersección de las 
rectas que contienen las alturas 
del triángulo. 
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2.3.3 Triángulos congruentes 
Dos triángulos son congruentes si existe una correspondencia entre sus vértices tal que 
los lados y ángulos correspondientes son congruentes.  
 
Figura 2-14: Ilustración triángulos congruentes. 
 
 
En la figura 2-14, se muestra la correspondencia entre los vértices del Δ ABC y el Δ DEF 
que  permite  establecer  la  congruencia  de los triángulos ya que se tiene:  < A   < D ;  
< B   < E ;  < C   < F;   ̅̅ ̅̅      ̅̅ ̅̅      ̅̅ ̅̅      ̅̅ ̅̅       ̅̅ ̅̅      ̅̅ ̅̅   
 
Criterios de congruencia 
Se presenta a continuación algunos criterios que permiten decidir cuando dos triángulos 
son congruentes. 
 
 Criterio 1. Lado – lado – lado (LLL). Dos triángulos son congruentes si tienen sus 
tres lados respectivamente congruentes. 
 
Figura 2-15: Criterio 1. 
 
Si en los triángulos   ABC y   DEF, se tiene que    ̅̅ ̅̅ ̅       ̅̅ ̅̅     ̅̅ ̅̅̅       ̅̅ ̅̅         ̅̅ ̅̅ ̅       ̅̅ ̅̅  , 
entonces                 . 
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 Criterio 2. Lado – ángulo – lado (LAL). Dos triángulos son congruentes si tienen dos 
lados respectivamente congruentes y el ángulo comprendido entre ellos también 
congruente. 
 
Figura 2-16: Criterio 2. 
 
 
Si en los triángulos   ABC y   DEF, se tiene que    ̅̅ ̅̅ ̅       ̅̅ ̅̅     ̅̅ ̅̅ ̅       ̅̅ ̅̅              , 
entonces                 . 
 
 Criterio 3. Ángulo – lado – ángulo (ALA). Dos triángulos son congruentes si tiene dos 
ángulos respectivamente congruentes y el lado comprendido entre ellos también 
congruente. 
 
Figura 2-17: Criterio 3. 
 
 
Si  en  los  triángulos       ABC  y       DEF,  se tiene que     ̅̅ ̅̅ ̅       ̅̅ ̅̅                    
       ,  entonces                 . 
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 Criterio 4. Lado – ángulo – ángulo (LAA). Si dos ángulos y el lado opuesto a uno de 
ellos, en un triángulo, son congruentes con dos ángulos y el lado opuesto al ángulo 
correspondiente en otro triángulo, entonces los dos triángulos son congruentes. 
 
Figura 2-18: Criterio 4. 
  
Si   en   los   triángulos       ABC y     DEF,   se tiene que     ̅̅ ̅̅ ̅       ̅̅ ̅̅                       
       , entonces                 . 
2.3.4 Triángulos semejantes 
Dados los triángulos                , se dice que       es semejante a       lo cual 
se denota               , si se verifican las siguientes condiciones: 
 < A   < D;  < B   < E y < C   < F. 
 
  ̅̅ ̅̅
  ̅̅ ̅̅
  
  ̅̅ ̅̅
  ̅̅ ̅̅
  
  ̅̅ ̅̅
  ̅̅ ̅̅
 
 
Figura 2-19: Ilustración triángulos semejantes. 
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Se observa que los ángulos correspondientes son congruentes y las relaciones entre los 
lados correspondientes son proporcionales  
   
    
   
   
    
   
   
    
 , luego                . 
 
Criterios de semejanza 
 
 Criterio 1. Ángulo – ángulo (AA). Si dos ángulos de un triángulo son congruentes a 
dos ángulos de otro, entonces los triángulos son semejantes. 
 
Figura 2-20: Criterio 1. 
 
Si en los triángulos   ABC y   DEF, se tiene que                        , entonces  
              . 
 
 Criterio 2. Lado – ángulo- lado (LAL). Si en dos triángulos las razones de dos pares 
de lados correspondientes son iguales y los ángulos que estos lados determinan son 
congruentes, entonces los triángulos son semejantes. 
 
Figura 2-21: Criterio 2. 
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Si en los triángulos   ABC y   DEF, se tiene que             
  ̅̅ ̅̅
  ̅̅ ̅̅
  
  ̅̅ ̅̅
  ̅̅ ̅̅
, entonces  
              . 
 
 Criterio 3. Lado – lado – lado (LLL). Si los tres lados de un triángulo son 
proporcionales a los tres lados de un segundo triángulo, entonces los triángulos son 
semejantes. 
 
Figura 2-22: Criterio 3. 
 
Si en los triángulos ABC y DEF, se tiene que 
  ̅̅ ̅̅
  ̅̅ ̅̅
  
  ̅̅ ̅̅
  ̅̅ ̅̅
  
  ̅̅ ̅̅
  ̅̅ ̅̅
, entonces                . 
 
2.4 Triángulos Rectángulos 
Un triángulo es rectángulo si tiene un ángulo recto (medida angular 90°)  y por ende sus 
otros dos ángulos son menores de 90° (agudos). El lado opuesto al ángulo recto de este 
polígono se llama hipotenusa y   los otros dos lados son llamados catetos (Figura 2-23). 
Figura 2-23: Triángulo rectángulo. 
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Algunas propiedades importantes asociadas a los triángulos rectángulos son las 
siguientes: 
 
 Teorema 2.1. La altura relativa a la hipotenusa de un triángulo rectángulo determina 
dos triángulos semejantes al triángulo original y semejantes entre sí (Figura 2-24). 
 
Figura 2-24: Semejanza en un triángulo rectángulo. 
 
 Teorema 2.2. Teorema de Pitágoras. En todo triángulo rectángulo, el cuadrado de la 
longitud de la hipotenusa es igual a la suma de cuadrados de las longitudes de los 
catetos. La siguiente figura ilustra esta afirmación. 
 
Figura 2-25: Teorema de Pitágoras. 
                                                                      
El ∆ ABC  ~  ∆ ADB por criterio 
AA (       y     ). 
 
El ∆ ABC  ~  ∆ BDC por criterio 
AA (       y     ). 
 
El ∆ BDC  ~  ∆ ADB por criterio 
AA (       y     ). 
𝑐   𝑎   𝑏  
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 Teorema 2.3. En todo triángulo rectángulo isósceles, los catetos tienen la misma 
longitud y sus ángulos interiores miden 45°, 45° y 90° (Figura 2-26). Por el teorema 
de Pitágoras, se deduce que la hipotenusa es √  veces la longitud del cateto. 
 
Figura 2-26: Triángulo rectángulo isósceles. 
 
 
 
 Teorema 2 – 4. En un triángulo rectángulo escaleno  cuando la medida de los 
ángulos son 30°, 60° y 90° (Figura 2-27) se cumple que la hipotenusa es el doble de 
la medida del cateto menor y el cateto mayor es √     veces  la medida del lado 
menor. 
 
Figura 2-27: Triángulo rectángulo escaleno. 
 
 
. 
 
 𝑐   𝑎   𝑏   
 𝑐   𝑎  
 𝑐   √  𝑎 
 
       𝑐   𝑎   𝑏   
   𝑎    𝑎    √  𝑎    
      𝑎   𝑎    𝑎   
      𝑎    𝑎   
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2.5 Razones trigonométricas de ángulos agudos en 
triángulos rectángulos 
 
Se describe las razones trigonométricas como seis relaciones entre los lados, a, b, y c, 
de un triángulo rectángulo (figura 2-28). 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 2-28: Razones trigonométricas. 
     
Estas relaciones sólo dependen de  , y no del tamaño del triángulo (figura 2-29), los dos 
triángulos tienen ángulos congruentes, son semejantes y, por lo tanto, las longitudes de 
sus lados correspondientes son proporcionales. 
 
Figura 2-29: Forma única de las razones trigonométricas. 
 
 
 
De esta forma, para cada valor de  , las seis razones quedan determinadas en forma 
única y son funciones de  .  El nombre de estas relaciones es seno, coseno, tangente, 
cosecante, secante y cotangente, y sus símbolos respectivos son: sen, cos, tan, csc, sec 
y cot. 
 
𝑎
𝑏
   
𝑎 
𝑏 
 
𝑐
𝑎
   
𝑐 
𝑎 
 
𝑏
𝑐
   
𝑏 
𝑐 
 
Por ejemplo, se tiene: 
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Como se muestra en la figura 2-30, si Δ ABC es un triángulo rectángulo, entonces el lado 
  ̅̅ ̅̅  se llama cateto opuesto al ángulo    El lado   ̅̅ ̅̅  se denomina cateto adyacente al 
ángulo  . La hipotenusa    ̅̅ ̅̅ , es el lado opuesto al ángulo recto. 
 
Figura 2-30: Nombre de los lados del triángulo rectángulo según el ángulo  . 
 
    
 
Las seis razones trigonométricas del ángulo Ɵ en un triángulo rectángulo se definen así:
   
        
              
          
                                          
          
              
 
        
                
          
                                      
          
                
 
          
               
                
                                     
                
              
 
 
EJEMPLO: Hallar el valor de las razones trigonométricas para el ángulo agudo   del 
siguiente triángulo. 
 
Figura 2-31: Valores para el ángulo    
 
 
   𝜃   
 
√  
  
 √  
  
                        𝜃    
√  
 
 
   𝜃   
 
√  
  
 √  
  
                       𝜃    
√  
 
 
   𝜃   
 
 
                                      𝜃    
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2.5.1 Ángulos especiales 
 
Para encontrar los valores de las razones trigonométricas de un ángulo de 45° se toma 
un triángulo rectángulo isósceles de longitud 1 en sus catetos y por el teorema 2.3 se 
sabe que la hipotenusa es √  , entonces se tiene 
 
Figura 2-32: Ángulo de 45°. 
 
 
Y para los valores de los ángulos de 30° y 60°, se toma un triángulo equilátero de 
longitud 2. Se traza la bisectriz de uno de sus ángulos y se obtiene los datos que se 
ilustran en la figura 2 - 33. 
 
Figura 2-33: Ángulos de 30° y 60°. 
 
           
 
 
                                    =   
√ 
 
              
       
 
√ 
  
 √ 
 
             
 
√ 
  
√ 
 
          √  
 
 
     
 
      
  
  
El Δ ACB es un triángulo rectángulo y por el 
teorema 2.4 la hipotenusa es √ . 
Los valores para el ángulo de 30° son: 
√  
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Usando el mismo    ACB los valores para el ángulo de 60° es 
 
         
√ 
 
                        
 
√ 
  
 √ 
 
                                              √  
       =   
 
 
                                       
 
√ 
  
√ 
 
 
 
2.6 Aplicaciones de la trigonometría a triángulos 
rectángulos 
 
Como ya se mencionó la trigonometría se estableció para ayudar a resolver problemas 
en los que intervienen ángulos y la medida de los lados de los triángulos en diferentes 
campos del mundo real, por ejemplo, en física, en astronomía, en topografía, en 
ingeniería civil, en geometría, en comunicaciones, entre otras. 
 
Resolver un triángulo significa hallar la longitud de cada lado y la medida de cada ángulo 
del triángulo. Se puede resolver cualquier triángulo rectángulo si se da: 
 
 La longitud de los lados o  
 la longitud de un lado y la medida de un ángulo agudo. 
 
EJEMPLO:   Resolver el siguiente triángulo rectángulo   ACB,   A vale  34° y b = 10,5 
cm. 
 
Figura 2-34: Calcular las longitudes de los lados y ángulos faltantes en un triángulo 
rectángulo. 
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Teniendo en cuenta la propiedad 2, se tiene: 
 
         A +   B +   C =      
                           
                   B =     
 
Para hallar c se utiliza   
         
 
 
 
          
    
 
 
                         
    
      
 
                        
 
Figura 2-35: Solución del  triángulo rectángulo. 
 
 
 
2.6.1 Ángulo de elevación y depresión 
 
Si la línea de visibilidad y el objeto están por encima de la horizontal, el ángulo se 
denomina ángulo de elevación (el observador ve un objeto hacia arriba), mientras que si 
la línea de visibilidad y objeto están por debajo de la horizontal, el ángulo se llama de 
depresión (el observador ve un objeto hacia abajo). 
 
 
Para hallar a se tiene 
         
𝑎
𝑏
  
          
𝑎
    
 
                    𝑐                
         𝑐          𝑐𝑚 
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Figura 2-36: Ángulo de elevación y de depresión 
 
2.7 Ley del seno y ley del coseno 
 
Como una extensión  de las razones trigonométricas que se utilizaron para triángulos 
rectángulos se encuentra la ley del seno y la ley del coseno, en los cuales también se 
establecen relaciones entre los lados y los ángulos de un  triángulo cualquiera.  
2.7.1 Ley del seno 
 
Si en el   ABC (figura 2 – 37), a, b y c son las longitudes de los lados opuestos a los 
ángulos  A, B y C respectivamente entonces:   
    
 
  
    
 
  
    
 
. 
 
Para encontrar todos los elementos de un triángulo mediante el teorema del seno, se 
debe conocer dos lados y un ángulo opuesto o dos ángulos y cualquier lado. 
 
Figura 2-37: Demostración ley del seno 
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En el      ABC,     ̅̅ ̅̅  es la altura respecto    ̅̅ ̅̅ ; determinando dos triángulos rectángulos   
  ADC y     CDB, la altura respecto a   ̅̅ ̅̅  es   ̅̅ ̅̅  determinando los triángulos rectángulos 
  AEB  y    CEB.  
 
Utilizando la definición de seno de un ángulo y despejando h y h´ se tiene: 
 
      
 
 
         
   
 
        
 
 
         
   
 
 
 
                                                               
 
Usando la propiedad transitiva de la igualdad se tiene: 
 
               
             
 
Dividiendo la primera igualdad por            y la segunda por          se tiene: 
 
 
    
    
 
    
 
 
    
    
 
    
 
 
Por transitividad de la igualdad, se obtiene la relación 
 
    
    
 
    
    
 
    
 
2.7.2 Teorema del coseno 
 
Si en  el    ABC  (figura 2-38), a, b y c son las longitudes de los lados opuestos a los 
ángulos A, B y C, respectivamente, entonces: 
 
                     
                     
                      
 
42 LAS RAZONES TRIGONOMÉTICAS EN EL PLANTEAMIENTO Y RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS 
 
Este teorema permite calcular  la medida de un lado cualquiera de un triángulo, conocida 
las medidas de los otros lados y el ángulo formado entre ellos. También, conocida la 
longitud de los lados, se puede hallar la medida de cualquier ángulo interior del triángulo. 
 
Figura 2-38: Demostración ley del coseno 
 
 
 
Utilizando teorema de Pitágoras en el      :                 
                                   
 
Utilizando teorema de Pitágoras en el       :                
                        
 
Se sustituye            en la ecuación                           
                       
                                           
 
Como       
 
 
, entonces        , remplazando se tiene:  
                  . 
 
De la misma manera, si se traza la altura del    ̅̅ ̅̅̅, se obtiene                       
 
Y al trazar la altura del    ̅̅ ̅̅ ̅, se llega a                       .   
 
 
 
3. Capítulo III: Aspecto didáctico 
Es muy común que los estudiantes se encuentren en las clases de matemáticas con una 
serie de dificultades al momento de asimilar el aprendizaje especialmente de 
conocimiento nuevo. Esto se debe en gran parte a que el estudiante no posee aún las 
habilidades necesarias que pueda usar para que el aprendizaje sea claro, y algo que en 
realidad es  muy importante, que no se le olvide pronto, sino que pueda recordarlo en 
cualquier momento, especialmente cuando se vea enfrentado a problemas en cursos 
posteriores e incluso en la misma universidad. Es por esta razón que en principio el 
docente debe proveer a los estudiantes diversas experiencias asociadas al uso del 
concepto, pues entre más y mejores experiencias se tenga, mejor será su representación 
mental.   
 
Desde el MEN [29] se afirma que  se hace necesario empezar por la identificación del 
conocimiento matemático informal de los jóvenes en relación con las actividades 
prácticas de su entorno y admitir que el aprendizaje de las matemáticas no es una 
cuestión relacionada únicamente con la parte  cognitiva, sino que hay que tener en 
cuenta la parte afectiva y social, vinculados con contextos de aprendizaje particulares, 
por esta razón, se toma en este caso las razones trigonométricas para dar solución a 
situaciones que sean significativas y comprensivas  que encuentre en su vida escolar, 
ayudando de esta manera a lograr seres competentes para la vida, es decir, que logre 
contribuir a mejorar su calidad de vida y su desempeño como ciudadano. 
 
En este capítulo se menciona algunos datos históricos de cómo se han utilizado los 
problemas para la enseñanza y aprendizaje de las matemáticas y su  contribución a la 
ejercitación del cerebro; posteriormente se mencionan estrategias para tener en cuenta al 
solucionar problemas; a continuación se esboza la utilización del software de geometría 
dinámica  Cabri  II Plus  en algunas actividades del trabajo  y por último se presenta la 
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propuesta didáctica para implementar  el concepto de razones trigonométricas en 
estudiantes de grado décimo  a través de situaciones reales de su entorno escolar. 
 
3.1 Cómo resolver problemas 
 
Un problema es una situación por solucionar empezando en una etapa inicial para llegar 
a una etapa final, con algún tipo de impedimento para el paso de una etapa a otra. 
Resolver el problema consiste en que cada educando busque la forma de atacarlo, no 
importa que el proceso de encontrar la respuesta se demore, igual se está resolviendo el 
problema, se está ejercitando el cerebro y la activación de múltiples operaciones 
mentales que pueden llevar a soluciones verdaderamente sorprendentes [20]. 
 
Desde épocas remotas hasta nuestros días nace la necesidad de buscar métodos que 
permitan dar solución a problemas matemáticos y a cómo enseñarlos y aprenderlos. 
Sicólogos, pedagogos, matemáticos, filósofos están en constante exploración para 
ofrecer herramientas que permitan tanto al educador como educando entender la 
potencialidad que tiene el tema en cuestión, por un lado comprobar que la matemática no 
es sólo algoritmos es también instrumento para dar solución de situaciones reales que 
encontramos en el diario vivir y por  otro lado es uno de los tantos ejercicios que permiten 
el buen funcionamiento de nuestro cerebro. A continuación se menciona brevemente 
algunos hechos que han sido importantes para el desarrollo de la teoría concerniente a la 
resolución de problemas a través del tiempo tanto en la parte metódica como sicológica. 
3.1.1 Antecedentes históricos 
 
Siempre ha existido la necesidad de resolver problemas y de utilizarlos en la educación 
de las matemáticas, por ejemplo, el papiro Rhind, era usado como pretexto para enseñar 
los rudimentos aritméticos elementales.  La forma de solucionar los problemas 
planteados en esta obra, se caracterizaba porque cada paso estaba sustentado en un 
paso anterior o en uno de los datos iníciales, no se muestran argumentos adicionales del 
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procedimiento utilizado y el aprendiz debía tener buenas bases conceptuales para 
deducir cuáles fueron las tácticas empleadas para resolver el problema. 
 
Quizás Arquímedes en el siglo III a. de C., fue el matemático más antiguo que plasmó 
sus ideas sobre cómo resolver problemas recopiladas en su obra El método  de los 
teoremas mecánicos, su técnica se fundamentaba en las propiedades innatas de los 
objetos y en razonamientos físico – experimentales con sumas infinitas, permitiéndole 
adelantarse al concepto de límite y cálculo infinitesimal [20]. 
  
Ya durante el Medioevo el matemático francés Descartes dio bases para que otros 
grandes personajes como Leibniz (siglo XVII), Polya y Schoenfeld (siglo XX) 
establecieran  una serie de reglas para intentar dar solución a los problemas que se 
planteaban en cada época.  Los pasos que sugirió Descartes fue en primer lugar 
descomponer el problema en otros más sencillos, luego construir una figura que le 
permitiera analizar la información y luego hacer uso de las herramientas del algebra para 
la generalización de la situación planteada inicialmente;  estas pautas se encuentran más 
explícitas en su obra El discurso del método [20].  
 
Para el siglo XV, se comenzó a enseñar las matemáticas haciendo más uso de la parte 
práctica y no sólo de lo teórico; se tomó como referente el ámbito comercial, de  esta 
manera los aprendices eran expertos en operaciones básicas para el desempeño de sus 
labores mercantilistas.  
 
Posteriormente Lobachevsky (1792 -1856) en su obra Instrucciones para los maestros de 
matemática de los gimnasios, destaca la necesidad de refuerzos visuales y  tener en 
cuenta las edades de los estudiantes en el proceso de enseñanza – aprendizaje.  
 
Desde diferentes épocas se vislumbra que un sin número de matemáticos no escribieron 
sobre la manera en que llegan a sus resultado; un ejemplo, fue Gauss (1777 -1855) 
quien resume esta idea, en que cuando se ha terminado de construir un edificio, no debe 
dejarse a la vista el andamiaje [20], quizás este ocultamiento es  un pretexto para que el 
educando indague como fue el proceso de solución y de esta forma contribuir a un 
aprendizaje más significativo. 
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En Francia a principios del siglo XX se encuentra Poincaré quien destaca cuatro fases: la 
primera es la actividad consciente en la cual se trabaja en el problema hasta donde sea 
posible, la segunda el subconsciente trabaja, la tercera las ideas emergen lentamente y 
la última se examina la respuesta hasta asegurarse de su veracidad [20]. En esta época 
se explora por primera vez los fenómenos que ocurren en el cerebro al resolver 
problemas.  
 
Hacia mediados del siglo pasado el matemático y pedagogo George Polya propone un 
método para solucionar problemas, ya que se había caído en una enseñanza que se 
fundamentaba en técnicas de memorización y repetición de gran cantidad de ejercicios 
siguiendo un mismo patrón. Él sugiere cuatro etapas [21]: 
 
 Etapa I: Comprender el problema. 
 
¿Cuál es la incógnita? ¿Cuáles son los datos? ¿Cuál es la condición? ¿Es la condición 
suficiente para determinar la incógnita? ¿Es insuficiente? ¿Redundante? 
¿Contradictoria? 
 
 Etapa II: concebir un plan.  
 
¿Se ha encontrado con un problema semejante? ¿Conoce algún teorema, que le pueda 
ser útil? ¿Podría enunciar el problema en otra forma? Refiérase a las definiciones si no 
puede resolver el problema propuesto, trate de resolver primero algún problema similar. 
¿Podría imaginarse un problema análogo un tanto más accesible? ¿Un problema más 
general? ¿Un problema más particular? ¿Puede resolver una parte del problema? 
¿Puede usted deducir algún elemento útil de los datos? ¿Puede pensar en algunos otros 
datos apropiados para determinar la incógnita? ¿Puede cambiar la incógnita o los datos o 
ambos si es necesario, de tal forma que la nueva incógnita y los nuevos datos estén más 
cercanos entre sí? ¿Ha empleado todos los datos? ¿Ha empleado toda la condición? 
  
 Etapa III: Ejecución del plan. 
 
Al ejecutar el plan para solucionar el problema, compruebe cada uno de los pasos. 
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 Etapa IV: Examinar la solución obtenida.   
 
¿Puede usted verificar el resultado? ¿Puede verificar el razonamiento? ¿Puede obtener 
el resultado en forma diferente? ¿Puede usted emplear el resultado o el método en algún 
otro problema? 
 
Para esta época se encuentra otro pedagogo dedicado a este tema, Alan Schoenfeld 
quien estudia el método de Polya, considera la resolución de problemas como el medio 
de crear conocimiento en matemáticas y aprendizaje de esta disciplina, él identifica 
cuatro factores relevantes [20]. 
 
 Recursos cognitivos: Son los conocimientos matemáticos generales que tiene el 
sujeto, tanto de conceptos y resultados como de procedimientos (algoritmos). 
 
 Heurística: Es el conjunto de estrategias y técnicas para resolver problemas que se 
conocen y se está en capacidad de aplicar. 
 
 Control o metacognición: Es la capacidad de utilizar lo que se sabe para lograr un 
objetivo. 
 
 Creencias: Se refiere a aquellas creencias y opiniones relacionadas con la resolución 
de problemas y que pueden afectar favorable o desfavorablemente. 
 
Schoenfeld consideró al igual que Polya una serie de estrategias [22]: 
  
 Análisis. 
a. Dibujar un diagrama. 
b. Trate de simplificar el problema. 
c. Examine muy bien los datos. 
 
 Exploración. 
a. Trate de aprovechar cualquier problema relacionado que tenga forma, datos o 
conclusiones similares. 
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 Verificación de la solución. 
a. Utiliza todos los datos pertinentes. 
b. Sus estimaciones son razonables. 
 
Teniendo en cuenta la teoría concerniente a la resolución de problemas el MEN a  través 
de los estándares básicos de matemáticas tiene en cuenta la formulación, el 
planteamiento, transformación y solución de problemas a partir de situaciones cotidianas, 
desde matemáticas o de otras ciencias. Para ello se necesita: examinar la situación; 
identificar lo importante en ella; establecer relaciones entre sus partes y con situaciones 
semejantes; formarse modelos de ella y representarlos; enunciar distintos problemas, 
posibles preguntas y posibles respuestas que surjan a partir de ella. Este  proceso 
requiere del uso de conceptos, procedimientos y diversos lenguajes para expresar las 
ideas matemáticas adecuadas y para formular y resolver los problemas asociados a 
dicha situación. En esta parte se tiene en cuenta también la argumentación, ya que, se 
requiere formular argumentos que justifiquen los análisis y procedimientos realizados y la 
validez de las soluciones propuestas  [29]. 
3.1.2 El cerebro humano 
 
Después de indagar un poco sobre la parte histórica, ahora se tiene en cuanta los 
aportes en el ámbito sicológico referente a la resolución de problemas. Se ha 
determinado que el proceso de aprendizaje nace en la percepción, el cerebro recibe 
información de lo que le impacta o llama la atención de su entorno, luego procesa esta 
información haciendo uso de los sistemas neuroevolutivos [23, 24]:  
 
 Sistema de control de atención. Supervisa y controla el aprendizaje y la conducta.  
 Sistema de memoria. Recordar en cualquier momento de nuestra vida datos 
específicos y generales de un tema.  
 Sistema lingüístico. Desarrollar habilidades verbales y no verbales.  
 Ordenación espacial. Permite organizar la información que recibimos para utilizarla 
en el lugar que nos desenvolvemos. 
 Ordenación secuencial. Permite organizar, comprender, calcular y distribuir el tiempo 
y tomar conciencia de los pasos que se están siguiendo. 
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 Sistema motor. Conexión entre el cerebro y los músculos del cuerpo. 
 Sistema de pensamiento de orden superior. Contribuye a obtener la capacidad para 
resolver problemas, razonar lógicamente, adquirir y aplicar conceptos. 
 Sistema de pensamiento social. Habilidades para tener buenas relaciones con los 
demás. 
 
Unido a este proceso se debe tener en cuenta que para que el cerebro aprenda necesita 
de otras condiciones. 
 
 Hay que entender que no sólo la parte física requiere ejercitación, el cerebro necesita 
una rutina de ejercicios para ser estimulado y se adquiere a través de cualquier 
actividad que le genere probar cosas nuevas, lo cual no implica que se tenga que 
llegar de una a lo correcto, probado y cierto, eso se consigue después de aprender 
de la experiencia y de memorizar; lo que le hace bien al cerebro es el proceso que 
está realizando [25].  
 
Dentro de esas experiencias nuevas está el buscar soluciones a problemas que 
encuentre en su diario vivir, potenciándose en un excelente entrenamiento para el 
cerebro. Para que esta actividad se dé se necesita asociar conceptos, la significancia 
de los mismos, analizar los errores y luego se usa la repetición  y de esta forma se 
llega al aprendizaje matemático [22]. 
 
 Apoyo familiar y de sus maestros para que los jóvenes se motiven, tengan 
disposición, pasión, perseverancia, disciplina en cualquier actividad que emprendan.  
 
 Se necesita creatividad, es decir, generar nuevas ideas para solucionar todo tipo de 
problemas y tener presente que la copia atrofia el acto creativo. Este pensamiento se 
divide en divergente (habilidad para pensar de manera original y elaborar nuevas 
ideas) y convergente (capacidad crítica y lógica para evaluar alternativas y 
seleccionar la más apropiada) [20].  
 
 La habilidad para resolver problemas es un trabajo personal, de la constante práctica, 
entrenamiento adecuado a través del uso de técnicas y de aprender de los errores, 
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con el tiempo cada uno establece sus propias estrategias para solucionar problemas, 
ya sea haciendo uso de los gráficos, o de lo algorítmico, o de procesos más formales 
que conlleven a un proceso racional y significativo del conocimiento utilizado y el 
aprendizaje sea duradero. 
3.1.3 Estrategias que el docente puede implementar al momento 
de resolver problemas 
 
En esta tarea de aprender a solucionar problemas es importante el educador, para ello se 
sugiere una serie de tics para tener en cuenta en este proceso [20, 21, 22,  26].  
 
 Reconocer que cada uno de los educandos es diferente y sus niveles de aprendizaje 
varían, de tal manera que no se recomienda generalizar un proceso de enseñanza 
para todo el grupo, se puede diseñar actividades que apunten a diferentes gustos de 
los jóvenes, por ejemplo, tener en cuenta el dibujo, las construcciones, lo algorítmico. 
 
 La idea de utilizar el contexto para  generar preguntas cuya solución tenga que ver 
formalmente con la parte matemática permitiéndolo llevar a formular sus propias 
ideas y utilizar modelos matemáticos al mundo real admitiendo de esta forma que el 
conocimiento perdure en el cerebro. 
 
 Persuadir al educando para que entienda que tanto la parte física como el cerebro 
necesita ejercitación constante para lograr un buen funcionamiento íntegro del cuerpo 
humano y en sus clases de matemáticas encuentra un gimnasio para su cerebro, la 
resolución de problemas al ser una experiencia nueva estimula la actividad cerebral. 
 
 Incitar a los jóvenes para que la atención, la memoria, la motivación, la pasión, 
disposición, perseverancia, disciplina, esfuerzo e interés este continuamente 
presentes en las tareas concernientes a aprender y que entiendan que todo es para 
mejorar la calidad de vida de cada individuo. No se debe desatender que el proceso 
de aprendizaje es eminentemente humano y no puede aislarse la parte afectiva y 
motivacional. 
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 El educador debe asesorar discretamente al joven, ponerse en el lugar de él, ver 
desde el punto de vista del alumno, tratar de mirar que pasa por la mente de él y 
plantear una pregunta para dirigirle el camino hacia la solución del problema.  
 
 Es claro que la misma motivación impartida por el profesor y su amor a su labor son 
elementos importantes en el aprendizaje por parte del educando. 
 
3.1.4 Algunas estrategias para el estudiante al momento de 
resolver problemas 
 
Teniendo en cuenta el método de Polya, Schoenfeld y [26] se sugieren una serie de 
estrategias que el escolar  debe seguir al momento de enfrentar la solución de 
problemas. 
 
En primer lugar, el estudiante debe leer muy claramente el enunciado del problema para 
lograr una imagen del mismo con el fin de que pueda establecer relaciones lógicas entre 
los datos, pueda identificar las incógnitas y las demás condiciones del problema. 
 
 Establecer las relaciones entre las variables e incógnitas del problema con el fin de 
identificar las estrategias que lo conduzcan a la solución del problema. 
 
 Asociar los problemas con situaciones o problemas conocidos con el fin de obtener 
diferente estrategias que le permitan resolver el problema. Es importante comparar 
algunos procesos de solución en particular de situaciones similares con el fin de que 
él pueda identificar la mejor. 
 Después de identificar cual es la mejor estrategia, el estudiante debe plantear todos 
los procesos matemáticos que lo conlleven a obtener la respectiva solución. 
 
 Es fundamental que trate al final de validar sus respuestas, usando todas las 
posibles herramientas teóricas que al momento posea. 
 
 Asimilar  la idea de que la habilidad para resolver problemas se adquiere con el uso 
de la inteligencia, la imaginación, los sentidos, la  práctica y la memoria. 
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3.2 Geometría dinámica 
 
Algunos de las actividades que se presenta en este trabajo requieren el uso de un 
programa de geometría dinámica, para este caso se utiliza cabri II Plus, por ser el 
software instalado en la institución donde se diseña la propuesta. Cabri es un cuaderno 
de borrador interactivo utilizado para construir figuras geométricas, visualizarlos de forma 
dinámica, manipularlos, transfórmalos y averiguar medidas sobre ellas.  
 
Las actividades que se plantean requieren que se puedan manipular las figuras 
construidas sin alterar las relaciones estructurales entre las partes que conforman la 
figura permitiendo comprobar algunas de  las propiedades que tienen los triángulos. 
 
El programa cuenta con una barra de herramientas formando grupos y el nombre de 
cada uno de ellos describe el conjunto;  se activan haciendo clic sobre la función que se 
necesita [30]. 
 
Tabla 3-1: Barra de herramientas. 
 
         
 
 
Tabla 3-2: Manipulación. 
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Tabla 3-3: Líneas. 
 
 
 
Tabla 3-4: Construcciones. 
 
       
 
Tabla 3-5: Medida. 
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3.3 Actividades 
 
Las actividades que se realizan en este trabajo sigue los lineamientos curriculares del 
Ministerio de Educación Nacional (MEN)  [29], el cual le da un papel muy importante a la 
formulación, tratamiento y resolución de problemas, que para este caso específico se usa 
los conceptos teóricos sobre razones trigonométricas para afianzar esta competencia 
matemática. 
 
Se tiene también muy en cuenta la apreciación del francés Guy Brousseau [27] quien 
plantea que la construcción de situaciones problémicas debe hacerse de tal manera que 
permita las interacciones sociales entre alumnos, docentes y saberes matemáticos que 
se dan en una clase, que condicione lo que los alumnos aprenden y cómo lo aprenden. 
Afirma que:  
 
Una noción aprendida no es utilizable sino en la medida en la que ella es 
relacionada con otras, esas relaciones constituyen su significación, su etiqueta, su 
método de activación. Empero, no es aprendida si no es utilizable y utilizada 
efectivamente, es decir, sólo si es una solución de un problema. 
 
Actividad 1. Tomando como pretexto el relato titulado El astuto triangulito Hiparco de 
Nicea [28], el educando recordará y reforzará conceptos básicos relacionados con los 
triángulos a través de diversas actividades; como por ejemplo  utilizará el  programa cabri 
para comprobar propiedades de los triángulos, hará construcciones con regla y compás, 
dará solución a un crucigrama teniendo en cuenta las características de este polígono  y 
averiguará sobre  algunos personajes que contribuyeron al desarrollo de la trigonometría. 
 
Actividad 2. Los estudiantes de manera individual deben resolver una serie de preguntas 
descritas en una guía donde aparecen conceptos referentes a las razones 
trigonométricas. La guía está diseñada de tal forma que ellos puedan comprobar sus 
respuestas usando diferentes ayudas didácticas entre las cuales está la regla y el 
compás;  así como el software educativo Cabri. Con esta actividad  se pretende en 
general evaluar las características principales que poseen los triángulos rectángulos las 
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cuales le permiten dar solución a problemas que ellos pueden encontrar en su entorno 
inmediato.  
 
Actividad 3. 
 
El enfoque  se hace de  tal manera que los problemas surjan de la historia y del contexto 
(medio)  del cual están rodeados los estudiantes para que ellos puedan estar por un lado 
motivados y además puedan resolverlos permitiendo reforzar el concepto de razón 
trigonométrica. En especial, se toma como referencia la Institución Educativa Distrital Los 
Alpes, ubicada en la localidad de San Cristóbal que gracias a su ubicación a 2850 msm 
(metros sobre el nivel del mar) permite visualizar un panorama el cual admite el 
planteamiento de diferentes situaciones problemáticas.  
 
Figura 3-1: Institución educativa distrital “Los Alpes”. 
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3.3.1 Actividad 1 
 
EL ASTUTO TRIANGULITO HIPARCO DE NICEA 
 
Hubo una vez en el mar, una ballena que comía toda clase de triángulos: escalenos, 
isósceles, equiláteros, acutángulos y obtusángulos. A todos los triángulos que pudiera 
encontrar en el mar se los engullía por la boca. Un día encontró un triangulito 
extremadamente astuto, de nombre  Hiparco de Nicea, quien decidió nadar detrás de la 
oreja derecha de la ballena, y así evitar que esta se lo comiera. La ballena se levantó 
sobre su cola y exclamo: Tengo hambre, a lo que el astuto triangulito respondió con su 
dulce voz: ¿Nunca ha probado usted al triángulo rectángulo, noble y generoso cetáceo? 
 
- No respondió la ballena ¿A qué sabe? 
 
- Muy sabroso – respondió  el astuto triangulito Hiparco – sabroso, aunque algo 
nudoso. 
 
- Entonces ve y tráeme algunos – dijo la ballena, levantando olas de espumas con su 
gran cola. 
 
- Con uno para empezar es suficiente – replicó el astuto triangulito. Si nadas hacia los 
50° grados de latitud norte y 40° de longitud oeste encontrarás, sentado en su balsa 
triangular en medio del triángulo de las Bermudas, vistiendo nada más que unos 
pantalones de dril azul, unos tirantes (que no debes olvidar) y una navaja, a quien es 
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justo advertirte, es un triángulo sagaz y de infinitos recursos,  ya que  tiene 
cualidades diferentes a los demás triángulos que has comido. Este tiene un súper 
cuerpo,  sus catetos e hipotenusa están bien tonificados de tal forma que están en 
equilibrio lo cual puedes comprobar mediante la siguiente relación: al sumar  el 
cuadrado de los catetos, debes obtener la hipotenusa al cuadrado. Por lo demás, en 
su interior posee algo que lo hace brillar y es un ángulo de 90°, que le permite ser el 
salvador del mundo pues da soluciones a diferentes situaciones problema de la vida 
cotidiana. 
 
Entonces, la ballena se emocionó con esta descripción y nadó y nadó tan rápido hasta la 
dirección dada por el triangulito,  hasta que encontró solitario al triangulito prometido con 
detallada descripción, el cual estaba dejando rastros en el agua con sus vértices, dado 
que su mamá rectangulita le había dado permiso para hacerlo (cosa que nunca hubiera 
hecho sin el permiso de su mamá). 
 
Entonces la ballena abrió y abrió y abrió sus fauces hacia atrás tanto que su nariz casi 
tocaba su cola, y se tragó al triangulillo junto con la balsa y toda su pinta. Todo fue a dar 
de un solo bocado hasta sus oscuras y cálidas alacenas interiores, luego se relamió los 
labios y retozó tres veces sobre su cola alegremente. 
 
Pero, tan pronto como el triangulillo, sagaz y de infinitos recursos, descubrió que estaba 
dentro de la ballena, empezó a dar brincos y saltos, puños y cabezazos, resortó y bailó, 
golpeó y arañó, hirió y mordió, brincó y gateó, chilló y maldijo, lloró y suspiró, pellizcó e 
hizo piruetas, todo ello en los sitios más inapropiados de la ballena, logrando finalmente 
que la ballena se sintiese realmente infeliz (¿Has olvidado los tirantes?). La ballena le 
dijo al triangulito Hiparco de Nicea: Este triángulo rectángulo es realmente insoportable y 
además me está produciendo hipo. ¿Qué debo hacer? 
 
Ordénale que salga – replico el astuto triangulito Hiparco de Nicea. Entonces la ballena, 
con una voz ronca que descendió por su esófago hasta el triangulillo rectángulo, le 
ordenó: sal de allí y compórtate, porque me estás haciendo dar hipo. 
 
- No, no y no. Hasta que me devuelvas a mi poligonal playa natal – respondió el 
triangulito. 
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- Es mejor que lo devuelvas a su casa  - susurró el astuto Hiparco de Nicea a la 
ballena –creo haberte advertido que es un triángulo sagaz y de infinitos recursos. 
 
Entonces la ballena nadó y nadó y nadó, con sus dos aletas y su cola, tan fuerte como el 
hipo se lo permitía; y al fin avistó la costa natal del triángulo, y avanzó en gran proporción 
sobre la playa, abriendo sus fauces tanto como le fue posible, y dijo: cambio aquí para 
pasajeros a Juan Rey, La Belleza, La victoria, Los Alpes y estaciones del espacio 
poligonal. Justo al decir polig…, el triángulo salió disparado de sus fauces. Sin embargo, 
antes de salir, mientras la ballena nadaba, el triangulito rectángulo, que era realmente 
sagaz y de infinitos recursos, había estado cortando la balsa triangular con su navaja 
hasta convertirla en una pequeña reja entrecruzada, que luego ató fuertemente con sus 
tirantes de nombres Mediana, Mediatriz, Bisectriz y Altura (ahora entiendes porque no 
podías olvidar los tirantes!), y acuñó fuertemente esa reja dentro de la garganta de la 
ballena donde se atascó. Luego recitó la siguiente frase, que como no has escuchado 
antes, procederé a recitar: MEDIANTE ESTE TRUQUILLO CONTROLARAS TU 
APETITO. 
 
Como el triángulo rectángulo era un hipermegatriángulo, salto a la playa pedregosa y se 
apresuró feliz a llegar a casa de su mami rectangulita, quien le había dado permiso para 
chapotear en el agua, y al cabo de algunos meses se casó con la princesa rectangulita y 
vivió feliz por muchos años. También lo hizo la ballena con el supe ballenato, pero desde 
entonces la reja en su garganta, que no le permite escupir ni tragar, sólo le permite 
comer triángulos, muy, muy pequeños. Ahora, se cuida demasiado de no ir a ingerir 
triángulos rectángulos  por temor a una fuerte indigestión. 
El astuto triangulito Hiparco de  Nicea corrió a esconderse bajo el limoso umbral del 
triángulo de las Bermudas, por miedo que la ballena pudiera estar furiosa con él. El 
triángulo rectángulo volvió a casa con su navaja, y siempre usaba sus pantalones de dril 
azul cuando salía a caminar por la playa pedregosa junto con su esposa. Como los 
tirantes fueron dejados atrás, Mamá rectangulita volvió a tejer, con sus fuertes agujas de 
croché, unos nuevos tirantes de nombres Mediana, Mediatriz, Bisectriz y Altura para su 
protección y equilibrio, y de esta manera ser verdaderamente feliz. Y colorín colorado 
este cuento ha terminado. 
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 Control de lectura 
 
1. Al principio del relato se menciona que la ballena se comía toda clase de triángulos: 
escalenos, isósceles, equiláteros, acutángulos y obtusángulos. En la siguiente 
ilustración se encuentran estos personajes geométricos, escribe el nombre respectivo 
de cada uno de ellos y establece una relación entre las figuras de la columna 1 con 
las características de la columna 2. 
 
 
  ______________ 
 
 
 
1. Todos sus ángulos 
son agudos. 
 
______________ 
 
 
 
2. Dos de sus lados 
son congruentes. 
 
_______________ 
 
 
 
 
3. Todos sus lados 
tienen diferentes 
medidas 
      
____________________ 
 
 
 
 
4. Uno de sus ángulos 
es obtuso. 
___________ 
 
 
 
5. Todos sus lados son 
congruentes 
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2. Con el programa Cabri Geometry realiza la siguiente construcción 
 
a. Traza un triángulo. 
b. Con la opción medida de un ángulo determina la medida para cada uno de los 
ángulos. 
c. Suma estas tres medidas angulares. 
d. Realiza el mismo procedimiento con 5 triángulos utilizando la herramienta 
arrastre. 
e. Anota los resultados en la siguiente tabla. 
 
 < A < B < C Suma: < A + < B + < C 
Triángulo 1     
Triángulo 2     
Triángulo 3     
Triángulo 4     
Triángulo 5     
Triángulo 6     
 
f. ¿Qué se puede concluir acerca de la suma de los ángulos interiores de cualquier 
triángulo? ____________________________ 
 
g. Completa el ángulo faltante en cada triángulo. 
 
 
h. Responde cada pregunta y justifica tú respuesta 
 
 ¿Un triángulo puede tener dos ángulos obtusos? _______________________ 
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 ¿Un triángulo puede tener un ángulo recto y uno obtuso? ________________ 
 ¿En un triángulo equilátero cuánto mide cada ángulo? ___________________ 
 ¿En un triángulo rectángulo isósceles cuánto miden cada uno de los ángulos? 
__________________________ 
 
3. Usando el programa de Cabri Geometry 
 
a. Traza tres triángulos. 
b. Con la opción distancia o longitud toma la medida de cada lado. 
c. Completa la siguiente tabla. 
 
 Longitud 
lado a 
Longitud 
lado b 
Longitud 
lado c 
 
¿a<b+c? 
 
¿b< a+c? 
 
¿c< b+a? 
Triángulo 1       
Triángulo 2       
Triángulo 3       
 
d. Con los datos obtenidos anteriormente determina si es verdadero o falso el 
siguiente enunciado: 
 
La suma de las longitudes de cualquier par de lados es mayor que la longitud del 
tercer lado. ________________________________________________________ 
 
e. Con ayuda del compás construye si es posible un triángulo con los segmentos de 
las figuras dadas. Justifica los casos en los que no se puede hacer la 
construcción. 
 
 4 cm, 7 cm y 5 cm 
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 30 cm, 30 cm y 16 cm 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 6 cm, 10 cm y 14 cm 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 8 cm, 18 cm y 8 cm 
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4. Un triángulo rectángulo como el que se comió la ballena se encuentra dibujado a 
continuación, ubica cada una de las características geométricas que posee este 
polígono. 
 
Catetos 
Hipotenusa 
Ángulo de 90º 
Alturas 
Bisectrices 
Medianas   
Mediatrices 
 
 
 
5. Escribe el nombre respectivo a los puntos donde concurren cada una de las líneas 
notables 
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6. Con el programa Cabri Geometry realiza la siguiente construcción 
 
a. Traza un triángulo equilátero con la opción polígono regular 
b. Traza las tres bisectrices del triángulo (opción bisectriz) 
c. Traza las tres medianas del triángulo (opción: punto medio y segmento) 
d. Traza las tres alturas del triángulo (opción rectas perpendiculares) 
e. Traza las tres mediatrices del triángulo (opción mediatriz) 
f. ¿Qué se puede concluir de esta construcción? ____________________________ 
_________________________________________________________________ 
g. Al trazar las medianas, mediatrices, bisectrices y alturas en el triángulo equilátero 
que tipo  de triángulos quedan construidos  _____________________________ 
_________________________________________________________________ 
 
7. Narra el cuento haciendo uso solamente de dibujos, debes tener en cuenta cada  una 
de las características geométricas de los personajes del cuento. 
 
8. El triángulo que encontró la ballena, se llama Hiparco de Nicea y es un personaje 
importante en la historia de la trigonometría. Consulta su biografía y completa los 
siguientes datos. 
 
 
 
9. Completa el siguiente crucigrama con términos geométricos utilizados en el cuento. 
 
1) En todo triángulo rectángulo, el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a la 
suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos. 
2) La suma de las medidas de los ángulos internos de un triángulo suman  
Es originario de: _____________________ 
En qué año nació aproximadamente 
___________ 
¿Por qué se considera el padre de la 
trigonometría? 
____________________________________
____________________________________
_________________________________ 
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3) Punto de intersección de las tres mediatrices de un triángulo. 
4) Dos triángulos son  __________________ si los lados y ángulos correspondientes 
son congruentes. 
5) Triángulo con un ángulo mayor de 90°. 
6) Lado opuesto al ángulo recto en un triángulo rectángulo. 
7) Triángulo con todos sus lados congruentes. 
8) Punto de intersección de las medianas de un triángulo. 
9) Triángulo con uno de sus ángulos recto. 
10) Triángulo con todos sus ángulos agudos. 
11) Triángulos cuyos lados correspondientes son proporcionales y los ángulos 
correspondientes son congruentes. 
12) Dado tres puntos no colineales, la unión de los tres segmentos que unen los puntos F 
13) Recta perpendicular al lado de un triángulo que pasa por el punto medio de éste. 
14) Punto de intersección de las bisectrices de los ángulos de un triángulo F. 
15) Triángulo con dos de sus lados congruentes. 
16) Triángulo cuyos lados tiene medidas distintas. 
17) Segmento, con un extremo en un vértice del triángulo y el otro extremo en el punto 
medio del lado opuesto a ese vértice. 
18) Segmento, con un extremo en un vértice del triángulo, que es perpendicular a la recta 
que contiene el lado opuesto a ese vértice y tiene el otro extremo en esa recta. 
19) Si los lados correspondientes de dos triángulos son proporcionales, entonces los 
triángulos son semejantes. Nombre de este criterio. 
20) Si dos ángulos de un triángulo son congruentes a dos ángulos de otro triángulo, 
entonces los triángulos son semejantes. Nombre de este criterio 
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10. Consulta la biografía de estos grandes personajes y destaca algunos de los aportes 
realizados a la trigonometría por cada uno de ellos.  
 
 
Arquímedes 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Nasir – Eddin 
 
Georg Rheticus 
 
 
Thales de Mileto 
 
Aristarco de Samos 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Eratóstenes de 
Cirene 
 
 
Claudio Tolomeo 
de Alejandría 
 
Ahmes 
 
 
Francois Viete 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Johan Müller 
 
 
 
Leonard Euler 
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Relaciona cada personaje con el aporte que realizó al desarrollo de la trigonometría. 
 
Leonard Euler    Se considera el autor del papiro Rhind, uno de los 
problemas de este libro está relacionado con el 
concepto actual de cotangente. 
 
Eratóstenes de Cirene                    Verdadero creador de la trigonometría moderna. 
 
Tolomeo En su obra El Almagesto compiló la construcción de 
sus tablas trigonométricas. 
Ahmes Con este personaje renace la trigonometría. 
 
Johan M ̂ller Calculó la altura de La Gran Pirámide empleando la 
teoría de triángulos semejantes. 
 
Nasir – Eddin Se le atribuye el teorema de la cuerda rota. En la 
actualidad se traduce a las fórmulas para suma y 
diferencia de ángulos. 
 
Thales de Mileto Durante el periodo de este matemático se utiliza por 
primera vez el término trigonometría. 
 
Georg Rheticus Establece las relaciones trigonométricas ya no con 
un arco de circunferencia sino con respecto a los 
lados del triángulo rectángulo. 
 
Francois Viete Elabora el primer libro de trigonometría plana y 
esférica como disciplina matemática separada. 
 
Arquímedes Sugiere unos valores aproximados de las distancias 
relativas Tierra – Sol y Tierra – Luna. 
 
Aristarco de Samos Calculó la circunferencia de la tierra en 
aproximadamente 46.000 km. 
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3.3.2 Actividad 2 
 
1. Observa las siguientes figuras y determina cuál es la característica necesaria para 
ser triángulo rectángulo. 
 
 
 
Son triángulos rectángulos                        No son triángulos rectángulos 
 
_______________________________________________________________________
______________________________________________________________________ 
 
2. En todo triángulo rectángulo el lado opuesto al ángulo recto (90°)  se denomina 
hipotenusa y los otros dos lados son los catetos. A continuación determina con ayuda 
del transportador cuál es el ángulo recto y luego ubica el nombre de cada uno de sus 
lados. 
 
 
 
3. Con el programa Cabri Geometry realiza la siguiente construcción: 
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a. Traza un triángulo rectángulo  
b. Con la opción distancia o longitud halla la medida de cada uno de los lados 
c. Suma las medidas de los catetos al cuadrado y compara con el valor de la 
hipotenusa al cuadrado. Anota los datos en la tabla 
d. Utiliza la herramienta Dilatar/Reducir sobre el triángulo rectángulo, escribe las 
medidas de los lados de cada nuevo triángulo que obtienes y completa el cuadro 
e. Escribe una conjetura con respecto a los resultados obtenidos en las dos últimas 
columnas 
 
 
Triángulo 
 
CATETO 1 
a 
 
CATETO 2 
b 
 
Hipotenusa   
c 
 
   
 
   
 
   
 
      
1  
 
      
2  
 
      
3  
 
      
4  
 
      
5  
 
      
 
4. Recuerda: 
 
 Los  Δ ABC y el Δ DEF son congruentes si < A   < D ;  < B   < E ;  < C   < F; 
  ̅̅ ̅̅      ̅̅ ̅̅      ̅̅ ̅̅      ̅̅ ̅̅       ̅̅ ̅̅      ̅̅ ̅̅  
 
     C          F 
 
 
               B           A      E            D      
 
 Los  Δ ABC y el Δ DEF son semejantes si < A   < D ;  < B   < E ;  < C   < F;  
  ̅̅ ̅̅
  ̅̅ ̅̅  
  
  ̅̅ ̅̅
  ̅̅ ̅̅
 
  ̅̅ ̅̅
  ̅̅ ̅̅
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      F 
 
    C 
 
 
 
    B           A       E    D 
 
También puedes determinar la congruencia o semejanza de triángulos rectángulos  
haciendo uso de los siguientes criterios 
 
 
CRITERIOS DE CONGRUENCIA 
 
CRITERIOS DE SEMAJANZA 
 
Cateto – ángulo (CA) si un cateto y un 
ángulo agudo de un triángulo rectángulo 
son congruentes a las partes 
correspondientes de otro triángulo 
rectángulo, entonces los triángulos son 
congruentes. 
 
Ángulo – ángulo (AA). Si dos ángulos de 
un triángulo son congruentes a dos 
ángulos de otro triángulo, entonces los 
triángulos son semejantes.  
 
Hipotenusa – ángulo (HA). Si la hipotenusa 
y un ángulo agudo de un triángulo 
rectángulo son congruentes a las partes 
correspondientes de otro triángulo 
rectángulo, entonces los triángulos son 
congruentes. 
 
Lado – ángulo – lado (LAL). Si un ángulo 
de un triángulo es congruente con un 
ángulo de otro triángulo y los lados 
correspondientes que determinan los 
ángulos son proporcionales, entonces los 
triángulos son semejantes. 
  
Lado – lado – lado (LLL). Si los lados 
correspondientes de dos triángulos son 
proporcionales, entonces los triángulos son 
semejantes. 
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Con ayuda del transportador y  la regla o el  compás determina la medida de los ángulos 
y la longitud de sus lados,  luego establece para cada par de triángulos cuales son 
semejantes y cuáles son congruentes (ayúdate de los criterios de semejanza o 
congruencia para justificar tú respuesta) 
 
 
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                        
         
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
5. En los siguientes triángulos toma la longitud de sus lados y luego calcula la razón 
entre cada par de lados correspondientes. ¿Qué puedes concluir?  
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6. Los chinos (206 a. de C. – 220 d. de C.) encontraban las alturas, profundidades, 
distancias y posiciones  haciendo uso de los relojes de sol o gnomon y la semejanza 
de triángulos, los choren (funcionarios públicos dedicados tanto a las matemáticas  
como a la astronomía) al realizar sus observaciones notaron que la sombra variaba 
de acuerdo con la posición del sol. El  método consistía en un bastón incrustado 
perpendicular  al suelo y en la tierra se señalaban surcos que indicaban los distintos 
momentos del día, la sombra generaba diferentes horarios.  
 
Haciendo uso de los relojes de sol se desea saber la altura del árbol; para ello se 
conoce la distancia del árbol al Gnomon,  la longitud de la vara y la sombra que esta 
proyecta. Utiliza la semejanza de triángulos y encuentra el valor pedido.  
 
 
 
7. En el Δ ACB 
 
 El lado   ̅̅ ̅̅   es la hipotenusa 
 El lado   ̅̅ ̅̅  es el cateto opuesto al ángulo B y   ̅̅ ̅̅   es su cateto adyacente 
 El lado   ̅̅ ̅̅  es el cateto adyacente al ángulo A y   ̅̅ ̅̅   es su cateto opuesto 
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En cada triángulo rectángulo determina el cateto opuesto, el cateto adyacente y la 
hipotenusa con respecto al ángulo A 
 
 
8. Consulta qué nombre recibe cada una de las siguientes relaciones 
 
               
           
 =                                                     
          
               
    
                 
           
 =                                                 
          
                 
    
               
                 
 =                                                 
                
               
    
 
9. Teniendo en cuenta el Δ ACB completa las seis razones trigonométricas para el 
ángulo A 
 
 
 
   𝐴   
⬚
⬚
                       𝐴   
⬚
⬚
 
   𝐴   
⬚
⬚
                       𝐴   
⬚
⬚
 
    𝐴   
⬚
⬚
                       𝐴   
⬚
⬚
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10. Los triángulos ABC y ADE son rectángulo y el ángulo A es común a los dos 
triángulos, por tanto son semejante por el criterio AA. Halla el valor de las razones 
trigonométricas del ángulo A para                  . 
        
 
 
Para el Δ ABC 
 
Para el  Δ ADE 
 
                                 
 
                                 
 
                                  
 
 
                                 
 
                                 
 
                                  
 
 
 
Teniendo en cuenta los resultados de la tabla, es verdad o falso  el siguiente enunciado: 
El valor de las razones trigonométricas para el ángulo A, es el mismo para los dos 
triángulos; lo que indica que este valor  no depende de la longitud de los lados del 
triángulo sino de la magnitud del ángulo.  __________________ 
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11. En el siguiente triángulo equilátero se traza la altura respecto de  uno de los lados  
 
 
 
a. ¿Cuántos triángulos rectángulos se formaron?  __________________________ 
b. Utilizando el teorema de Pitágoras  halla la altura del triángulo  
c. Calcula las razones trigonométricas para los ángulos de 30° y 60° 
respectivamente 
 
 
Para el ángulo de 30° 
 
Para el  ángulo de 60° 
 
                                     
 
                                     
 
                                      
 
 
                                     
 
                                     
 
                                       
 
 
12. El siguiente triángulo es rectángulo isósceles  
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Contesta las siguientes preguntas: 
 
a. ¿Cuánto miden cada uno de los ángulos? _______________________________ 
b. Utiliza el teorema de Pitágoras y halla el valor de la hipotenusa h = ___________ 
c. Completa los valores faltantes 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
d. ¿Si toma otro triángulo rectángulo isósceles con diferentes longitudes los resultados 
de las razones serán las mismas? Justifica la respuesta. 
____________________________________________________________________
____________________________________________________________________
____________________________________________________________________
____________________________________________________________________
____________________________________________________________________ 
3.3.3 Actividad 3 
 
Para esta sección ten en cuenta las siguientes definiciones: 
Cuando se observa objetos a lo lejos se forma un par de ángulos,  los que dependen de 
la posición del objeto. Si la línea de visibilidad y el objeto están por encima de la 
horizontal, el ángulo se nombra ángulo de elevación (el observador ve un objeto hacia 
arriba), mientras que si la línea de visibilidad y objeto están por debajo de la horizontal, el 
ángulo se llama de depresión (el observador ve un objeto hacia abajo). 
 
Para el ángulo de 45° 
 
   𝐴   
⬚
⬚
                       𝐴   
⬚
⬚
 
 
   𝐴   
⬚
⬚
                       𝐴   
⬚
⬚
 
 
    𝐴   
⬚
⬚
                       𝐴   
⬚
⬚
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También ten en cuenta las siguientes convenciones 
 Cateto opuesto: co 
 Cateto adyacente: ca 
 Hipotenusa: h 
 
Ejemplo 
1. La siguiente foto fue tomada por un estudiante de grado décimo desde el colegio para 
su proyecto de trigonometría. Él desea  hacer uso de las razones trigonométricas 
para determinar algunos datos interesantes. 
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a. En la foto se observa el nevado de Santa Isabel, la distancia entre el colegio y el 
nevado  es de 145.23 km. ¿Si un observador  está en la cima del nevado y mira el 
colegio cuál es el ángulo que se forma? 
 
b. Desde el  colegio Los Alpes también se observa el nevado del Tolima en línea 
vertical con una distancia de 140.4 km y desde este mismo punto se divisa el 
nevado del Ruiz con un ángulo de elevación de 75°5’. Calcula la distancia que 
hay desde el colegio hasta el nevado del Ruiz. 
 
c. ¿Qué distancia hay entre los nevados de Santa Isabel y el nevado del Ruiz? 
 
Solución: 
 
Se toma como referencia la imagen con los siguientes datos 
 
 
 
a. Para determina el ángulo de depresión se tiene la siguiente ilustración  
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 R/   El ángulo de depresión es de 75.93° 
 
b. Para este problema se tiene los siguientes datos 
 
 
 
R/ La distancia entre el Colegio Los Alpes y el nevado del Ruiz es de 145.30  km. 
 
c. Para hallar la distancia entre el nevado del Ruiz y el nevado de Santa Isabel se 
realiza en dos pasos: 
 
   𝐴   
𝑐𝑜 
 
 
         
     
 
 
                                 𝑘𝑚 
     h = 
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 Distancia entre el nevado Santa Isabel al Tolima 
 
 
 
R/ La distancia entre el Nevado de Santa Marta y el Nevado del Tolima es 35.31 km 
 
 Distancia entre el nevado del Tolima y el Nevado del Ruiz 
 
 
 
R/ La distancia entre el nevado del Tolima y el nevado del Ruiz es de 35.42 km. 
                         𝑐𝑜        𝑘𝑚 
        ′   
𝑐𝑜
𝑐𝑎
  
𝑐𝑜
     
  
        ′        𝑐𝑜  
           
𝑐𝑎
 
  
𝑐𝑎
      
  
𝑐𝑎                    
𝑐𝑎         
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Finalmente, sumando la distancia entre el nevado del Tolima y el Nevado de Santa Isabel 
con la distancia entre el nevado del Tolima y el nevado del Ruiz es 72.71 km.  
 
PROBLEMAS 
 
1. Utilizando medidas reales modela la siguiente situación mediante una maqueta 
tridimensional: 
 
 
 
Toma con la regla la altura que alcanza con este ángulo y realiza el procedimiento 
trigonométrico, compara estos dos resultados, qué puedes concluir. 
 
2. Thales de Mileto (630 – 545 a. de C.) calculó la altura de La Gran Pirámide usando la 
sombra de la pirámide y la longitud de su bastón que colocó de manera perpendicular 
al piso, este procedimiento lo sustento con la teoría de triángulos semejantes. 
 
 
Eres un bombero y posees una escalera de 18 
cm de longitud. El ángulo máximo que puede 
emplear por seguridad es de     medido sobre 
la horizontal (suelo). Calcula la altura máxima 
que se puede atender con la escalera. 
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Siguiendo el procedimiento utilizado por Thales de Mileto determina la altura del colegio 
Los Alpes, utiliza la teoría de triángulos semejantes y compara el resultado con el uso de 
razones trigonométricas. 
 
 
 
3. Un arquitecto desea construir la maqueta del conjunto arquitectónico llamado La 
puerta del sol, ubicado en Madrid. Los dos edificios, de 115 metros de altura, están 
inclinados 14,3 grados, de forma simétrica con respeto al eje de la Castellana. ¿cuál 
es la medida de la base de los edificios para realizar el diseño? 
 
 
 
4. Un móvil recorre la trayectoria descrita en la figura  ¿cuál es la distancia total desde 
el punto A hasta el punto B? 
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5. Otro personaje importante en el desarrollo de la trigonometría es Aristarco de Samos 
(310 - 230 a. de C.), quien con ayuda de sus observaciones y conocimientos se 
aproximó en gran medida a los valores reales de las distancias tierra – sol – luna. 
                               
Teniendo en cuenta que la distancia tierra – luna es de 384000 km, encuentra las 
distancias sol – tierra y sol – luna, luego calcula y compara con el dato que 
posteriormente se utilizó con el ángulo luna-tierra-sol de 89°5’.  
 
6. Una compañía de ingenieros desea construir un túnel que atraviese la montaña 
que se ubica en el barrio Malvinas, observa los datos que se encuentran en la 
figura y encuentra la longitud de la nueva carretera. 
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7.  En el desarrollo de la trigonometría se encuentra otro personaje importante, 
Eratóstenes (200 a. de C.) quién observó que un día del año al mediodía el sol no 
proyectaba sombra en la localidad de Siena, mientras que al mismo instante en 
Alejandría tomando un palo de 1 m, la sombra que se proyectaba era de 12 cm. 
 
Observa el siguiente video 
https://www.youtube.com/wath?=sCUPB_mqPoc&Feature=related y luego contesta 
las siguientes preguntas ¿Cuál es el ángulo formado entre el sol y la vertical? 
Además si la distancia entre dos ciudades es de 5000 estadios (800 km), ¿cuál es el 
perímetro de la tierra? 
 
 
 
8. La constructora asociada a la secretaría de Hacienda desea construir la sede B del 
colegio Los Alpes y está interesada en comprar un terreno que tiene la forma descrita 
en la ilustración. Si el m2 lo consigue a $800.000, ¿cuál es el valor total del terreno? 
 
 
9. La NASA está a punto de lanzar un cohete para poner en órbita un satélite. ¿Cuál 
será la inclinación para iniciar su despegue? Observe la figura 
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10. Plantea una situación de tú contexto donde hagas uso de las razones trigonométricas 
a. Rrepreséntalo a través de un dibujo a escala. 
b. Utiliza alguna herramienta tecnológica (programa dinámico de geometría) para 
ilustrarlo. 
c. Construye la respectiva maqueta tridimensional. 
d.  Realiza el procedimiento trigonométrico  y compara las respuestas en cada 
proceso.  
e. Expón tú proyecto a todo el grupo en la feria de la ciencia. 
 
 
 
 
 
 
4. Conclusiones y recomendaciones 
4.1 Conclusiones 
 
 De vital importancia examinar las situaciones que dieron origen y evolución a cada 
uno de los conceptos que se utilizan en la escuela ya que estos permiten sustentar el 
valor de la noción para la solución de problemas actuales. 
 
 No solamente existe una propuesta didáctica en torno a un mismo tema, la labor del 
docente es examinar y complementar cada uno de estos trabajos que le permitan 
enriquecer su propia propuesta teniendo en cuenta su entorno social. 
 
 Tener presente la idea de Brousseau para la implementación de estrategias 
didácticas en el aula:  
Una noción aprendida no es utilizable sino en la medida en la que ella es 
relacionada con otras, esas relaciones constituyen su significación, su 
etiqueta, su método de activación. Empero, no es aprendida si no es utilizable 
y utilizada efectivamente, es decir, sólo si es una solución de un problema. 
Tales problemas, junto con las restricciones a las que la noción responde, 
constituyen la significación de la noción… [27]. 
 
 La enseñanza de las matemáticas necesita que los docentes planeen y propongan 
situaciones de aprendizaje significativo y comprensivo para los educandos y así 
permitir que ellos participen activamente en la reconstrucción y validación del saber 
matemático haciendo uso de materiales manipulativos, representativos y tecnológicos 
para encontrar estrategias de solución a los problemas que se le planteen y de esta 
manera ayude a profundizar y consolidar los distintos procesos generales ( formular y 
resolver problemas; modelar procesos y fenómenos de la realidad; comunicar; 
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razonar, y formular comparar y ejercitar procedimientos y algoritmos) y los distintos 
tipos de pensamiento matemático (numérico, espacial, lógico, métrico, variacional y 
aleatorio). 
4.2 Trabajo futuro 
 
Como tarea queda seguir enriqueciendo la práctica pedagógica en cada uno de los 
conceptos a compartir con los educandos con el fin de sensibilizar al estudiante para que 
se le facilite cada vez más el proceso de aprendizaje teniendo en cuenta tres aspectos: 
 
 Fundamentación epistemológica e histórica. 
 Fundamentación disciplinar. 
 Fundamentación pedagógica. 
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A. Anexo A: Soluciones a algunos de 
los problemas de la propuesta 
didáctica 
A continuación se dan las soluciones a los ejercicios pares propuestos para lo cual se 
usará las siguientes notaciones: 
 co : cateto opuesto 
 ca : cateto adyacente 
 h   :  hipotenusa 
 
2. Un grupo de estudiantes del colegio Los Alpes calculó la altura del plantel, siguiendo 
un procedimiento parecido al utilizado por Thales. 
 
Encuentra la altura del colegio haciendo uso de la teoría de triángulos semejantes y 
luego compara el resultado con el uso de razones trigonométricas. 
 
 Solución 1: Semejanza de triángulos 
 
 
Datos: En uno de los triángulos que se forman la altura es 1.89 m y la base es 4.5 m. 
En el triángulo mayor la altura no se conoce y corresponde a la altura del edificio y la 
base de este triángulo es la suma de 10 m + 4.5 m  
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Altura del colegio es 6.09 m. 
 
 Solución 2: Razones trigonométricas 
 
Para el triángulo formado por la estatura de la persona y su sombra se tiene que el co = 
1.89 y  el ca = 4.5 tomando como referencia el ángulo A, se utiliza la razón trigonométrica 
tangente. 
 
      
  
  
  
      
    
   
      1.89 
                             4.5      A 
                
 
Con este dado para el triángulo formado entre la altura del colegio y su sombra se tiene 
que el co es el valor por buscar, el cateto adyacente es 14.5 
 
               
  
  
  
           
  
    
           co  
                                        
                      
        14.5      22.78º 
 
R/ Comparando los dos procedimientos, se llega a la misma conclusión la altura del 
colegio es de 6.09 m. 
 
4. Un móvil recorre la trayectoria descrita en la figura  ¿cuál es el recorrido total desde el 
punto A hasta el punto B? 
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Para la solución se divide en 6 etapas. 
 
 Etapa 1: 5 km 
 Etapa 2: En el triángulo que se forma se debe averiguar la hipotenusa 
 
 
h    4 km = co 
  45º 
 
 Etapa 3:  6 km 
 Etapa 4: Uno de los ángulos del triángulo es de 21.48º y su cateto opuesto es la 
diferencia entre 6 km y 4 km. Se debe hallar la hipotenusa. 
 
21.48º                       
     6km 
4 km 
 
 Etapa 5: 7 km 
 Etapa 6: Como se conoce el valor de los catetos se puede hacer uso del teorema de 
Pitágoras   
            
     √        √     √          
Se suman las trayectorias de las 6 etapas 
5 km + 5.65 km + 6 km + 5.46 km + 7 km + 8.48 km = 37.59 km 
R/ La trayectoria del móvil desde el punto A al B es de 37.59 km. 
        
𝑐𝑜
 
  
 
 
 
                              
 
      
      𝑘𝑚 
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6. Una compañía de ingenieros desea construir un túnel que atraviese la montaña que se 
ubica en el barrio Malvinas. ¿Cuál será la longitud de la nueva carretera? 
 
 
Triángulo 1:  
El ángulo formado en el pico de esta montaña es de 143º, una parte mide 75º luego la 
otra parte mide 68º. 
        
  
 
  
  
   
 
                        
       
               68º 
   h = 2.3 km 
 
   
    co 
 
Triángulo 2:  
        75º 
 
                    h = 2.4 km 
 
          
      co 
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R/ La longitud de la nueva carretera es la suma de 2.13 km y 2.32 km, es decir, 4.45 km, 
 
8. La constructora asociada a la secretaría de Hacienda desea construir la sede B del 
colegio Los Alpes y está interesada en comprar un terreno que tiene la forma descrita en 
la ilustración. Si el m2 lo consigue a $800.000, ¿cuál es el valor total del terreno? 
 
 
Triángulo 1:          41.6º 
 
                                                6.97 m 
 
     
               co 
                 
Triángulo 2: 
 
          
  
  
  
    
  
    6.97 m 
      
    
        
        
 
                41.1º 
 
Para hallar el área de un triángulo se debe conocer la base y  la altura, en este caso la 
base es la suma de 6.19 m y 7.99  m. La altura es 6.97 m. 
 
   
    
 
  
          
 
        
Entonces el área de este terreno es de 49.41 m2. 
 
R/ Como el metro cuadrado vale $800.000, el precio total del terreno es de $39´5338.840 
          
𝑐𝑜
𝑐𝑎
  
𝑐𝑜
    
 
𝑐𝑜                         
 
 
 
 
B. Anexo B: Soluciones a ejercicios 
haciendo uso del software educativo 
cabri 
1. Suma de los ángulos internos de un triángulo 
Construir un triángulo con la herramienta  (Triangle) 
 
Calcular la medida angular  con la opción  (angle) 
 
Nombrar los ángulos con la opción  (Label). 
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Sumar los ángulos con la opción  calculadora (calculate) 
 
Con la opción arrastre   (pointer) toma uno de los vértices y modifica los triángulos  
 
Vuelve a calcular la suma de los ángulos para cada triángulo,  completa la tabla y saca 
tus conclusiones 
 < A < B < C Suma: < A + < B + < C 
Triángulo 1     
Triángulo 2     
Triángulo 3     
Triángulo 4     
Triángulo 5     
Triángulo 6     
 
2. Desigualdad triangular 
Construir un triángulo con la herramienta  
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Calcular la longitud de cada lado  con la opción   distancia o longitud (Distance or 
Length) 
 
 
Completa la tabla y saca tus conclusiones 
 Longitud 
lado a 
Longitud 
lado b 
Longitud 
lado c 
 
¿a<b+c? 
 
¿b< a+c? 
 
¿c< b+a? 
Triángulo 1       
Triángulo 2       
Triángulo 3       
 
3. Líneas notables del triángulo 
 
Traza un triángulo equilátero con la opción polígono regular    (Regular Polygon) 
 
Traza las tres bisectrices del triángulo  (Angle  Bisector) 
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Traza las tres medianas del triángulo  con  la opción punto medio y segmento   
( Midpoint  y  segment) 
 
 
Traza las tres alturas del triángulo  con la opción rectas perpendiculares  
(Perpendicular Line) 
 
Traza las tres mediatrices del triángulo  con la opción mediatriz  (Perpendicular 
Bisector) 
  
¿Qué se puede concluir de esta construcción?  
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4. Teorema de Pitágoras 
Construir un triángulo con la herramienta  (Triangle) 
 
Calcular la longitud de cada lado  con la opción   distancia o longitud (Distance or 
Length) 
 
 
 
Suma las medidas de los catetos al cuadrado y compara con el valor de la hipotenusa al 
cuadrado. Anota los datos en la tabla 
 
 
 
Utiliza la herramienta Dilatar/Reducir (Dilate) tomando uno de los lados del triángulo 
rectángulo, escribe las medidas de los lados de cada nuevo triángulo que obtienes, 
completa la tabla y escribe una conjetura con respecto a los resultados obtenidos 
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Triángulo 
 
CATETO 1 
a 
 
CATETO 2 
b 
 
Hipotenusa   
C 
 
   
 
   
 
   
 
      
1  
 
      
2  
 
      
3  
 
      
4  
 
      
5  
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